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Presentacion

El presente Texto Universitario denominado Calculo Iy II, es uno de los once (11)
ganadores del Concurso de Proyectos de Investigacion en Ciencias Béasicas y Sociales
del 2015 aprobado con Resolucion N° 052-2015- UNAMAD-VRI, de fecha de 15 de
diciembre del ano 2015. Célculo Diferencial e Integral y Calculo Vectorial y Multiples
Integrales constituyen un valioso instrumento de material bibliografico para la consul-
ta de los estudiantes de Ciencias e Ingenieria, docentes o administrativos cualesquiera
sea su desempeno profesional en la Universidad Nacional Amazdnica de Madre de
Dios, ya que en ellos, se encuentra la genuina aplicacién y orientacion del proceso de
ensenianza y aprendizaje en contenidos tematicos en el quehacer académico de forma-
cién Pre Grado en areas de Matematicas con aplicacion a Ecoturismo, Administracion
e Ingenierias entre otros. La finalidad del Texto Universitario calculo I y calculo IT es
alcanzar una herramienta matematica superior necesaria a los estudiantes para que
puedan tener de guia los conceptos, propiedades y una serie de ejercicios o problemas
resueltos ajustables al contexto real, en especial de interés para la comunidad univer-
sitaria en Ciencias Exactas-Sociales e Ingenierias de la region de Madre: UNAMAD,
UNSAAC y entre otras.

El Texto Universitario de Célculo I y II fué elaborado por los Docentes: Victor Rios
Falcén, Richar Marlén Mollinedo Chura, Eliseo Pumacallahui Salcedo, quienes desa-
rrollan los fundamentos matematicos necesarios para la aplicacion a una gama de
problemas o ejercicios correspondientes a los fundamentos teéricos del Calculo Dife-
rencial e Integral,y calculo vectorial e integrales multiples; su avance se expresa de la
seleccion cuidadosa y desarrollo de contenidos tematicos respectivos en coordinacién
del equipo de Docentes y apoyo incondicional de Colegas del Departamento Académi-
co de Ciencias Basicas y Facultad de Ingenieria.

Debemos aclarar, la experiencia en la Docencia Universitaria en el proceso de ensenan-
za a las diferentes Escuelas Profesionales de la UNAMAD, siendo nuestra profesién
de Matematicos, se amalgaman y dan como fruto la produccion intelectual del Texto
Universitario de Célculo I y II que enmarcan un perfil profesional de madurez, que
seguramente llenaran, fortaleceran los vacios o dudas académicas de los senores es-
tudiantes universitarios durante su formacién profesional y contribuir en la mejora
progresiva del saber matematico basico a superior, familiarizandolos con el lenguaje

formal y riguroso de la matematica avanzada en la comprension, aplicacién y evocar



IT

los conceptos, propiedades, teoremas en el quehacer de la vida académica en temas
desarrollados en cada capitulo y las ideas sustanciales y modelables de naturaleza
humana, medio ambiente, salud, economia, fisica entre otros modelos matematicos y
fundamentados por el lenguaje de la mateméatica superior.

Victor Rios Falcon.

Richar Marléon Mollinedo Chura.

Eliseo Pumacallahui Salcedo.

Puerto Maldonado, julio de 2017.
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Prélogo

El propodsito del presente Texto Universitario de Calculo I y II:Célculo Diferen-

cial e Integral, Célculo vectorial e Integrales Miltiples es para exponer de manera
rigurosa y formal los conceptos basicos, propiedades, teoremas que fundamentan los
contenidos tematicos con las técnicas y métodos conocidos de resolucién de problemas
y ejercicios del proceso de diferenciacion e integracion de funciones reales, funciones
vectoriales establecidas en el lenguaje matematico formal, siendo un instrumento de
guia de material bibliografico para estudiantes de Escuelas Profesionales de Ciencias
Contables, Ciencias Administrativas e Ingenierias, Ecoturismo y Educacién; los cuales
permiten analizar, comprender y aplicar a los fenémenos fisicos, ambientales, ecolégi-
cos, econdmicos y sociales entre otros, que ocurren en la naturaleza o fenémenos
hechos por la intervencion de la mano del hombre, y son representados por modelos
matematicos y permiten a comprender los conceptos bésicos establecidos y ayudan a
aclarar el panorama de la matematica superior.
La experiencia en la Docencia Universitaria, nos ha permitido desarrollar y consolidar
el Texto Universitario de Calculo I, I conteniendo una gama de ejercicios, problemas
resueltos y propuestos, representaciones graficas para explicar las soluciones genera-
les o particulares y para dar la interpretacion geométrica o fisica de los fenémenos
o situaciones reales que ocurren en nuestro contexto social, y se fundamentan en los
conceptos establecidos por matematicos emblemaéticos, cientificos tales como: Isaac
Newton y G.W. Leibnitz, John Wallis, D‘alambert A. L. Cauchy, Karl Weierstrass,
B, Riemann, I. Barrow. que corresponde a la asignatura de anélisis mateméatico I,
para estudiantes universitarios de la regiéon de Madre de Dios, es especial Universi-
dad Nacional Amazoénica de Madre de Dios, Universidad Nacional San Antonio Abad
del Cusco, Universidad Nacional del Altiplano; el Texto Universitario de Calculo I
comprende del Capitulo I a Capitulo IV y de Calculo II comprende del Capitulo V a
Capitulo VIII

El capitulo I comprende la estructura del estudio y andlisis formal de limites y
continuidad de funciones reales, las propiedades de limites finitos, infinitos o
al infinito, limites de funciones trigonométricas, ademas el estudio de la conti-

nuidad o discontinuidad de funciones reales; aplicaciones de limites al contexto



IV

real y se presentan una gama de ejercicios resueltos y propuestos de cada tema

considerado.

El capitulo II se presentan las derivadas de funciones reales, el problema de la pen-
diente y el problema de las velocidades, propiedades de derivacién, derivadas de
funciones logaritmicas, trigonométricas. Derivadas de orden superior, derivadas
de funciones trigonométricas directas e inversas, la diferenciabilidad y continui-
dad de funciones reales, aplicacion de las derivadas de funciones reales asociadas
a fendémenos o situaciones reales en la naturaleza, como razén de cambio de las
cantidades dependientes respecto a otras cantidades independientes, estudio de
los maximos y minimos relativos, puntos de inflexién, aplicacion de la derivada

a economia y se consideran una gama de ejercicios resueltos y prepuestos.

El capitulo III se dedica al estudio de las integrales indefinidas y sus aplicaciones,
formulas de grupos de integracion, integracién por partes y técnicas de inte-
gracion y las aplicaciones al problema de enfriamiento de Newton, crecimiento
o decrecimiento poblacional y finamente el capitulo IV, trata de las integrales

definidas y sus aplicaciones, propiedades de integrales definidas.

El capitulo IV comprende la suma finita de integrales de Riemann, el problema
de areas limitadas por curvas y el problema de volumen de sélido revolucion

generada por una superficie alrededor de un eje o recta. Tipo discos, arandelas.

El capitulo V se expone los preliminares necesarios para abordar adecuadamente
el estudio del cdlculo para funciones cuyo dominio y/o codominio es el espacio
n—dimensional R", estudiaremos algunos aspectos como operaciones con vecto-
res en R3, rectas y planos en R3, superficies cilindricas y cuadréticas finalmente

coordenadas cilindricas y esféricas.

El capitulo VI Estable los conocimientos necesarios para el trazado de las curvas
de tal manera que en cada punto de la misma se determine el triedro movil,

asi como los planos osculadores, normal y rectificante.

El capitulo VII comprende la estructura de funciones de varias variables, derivas
parciales de dos o més variables, criterio de las derivadas parciales para extremos

relativos.
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El capitulo VIII establece los fundamentos necesarios para la interpretacion y apli-

cacion de la integral doble y triple

A lo largo del desarrollo de Texto Universitario se consideran una gran variedad de
problemas, ejercicios resueltos y propuestos segun los capitulos desarrollados. Como
autores asumimos nuestra responsabilidad de cuantos errores y erratas que aparezcan
en el presente Texto Universitario de Calculo I. Concluimos anticipadamente nuestro
sincero agradecimiento a los senores estudiantes, colegas y lector en general por la
acogida que le pueden brindar la presente Texto Universitario y solicito a la buena vo-
luntad y fe, que hagan llegar sus observaciones, sugerencias y /o criticas constructivas,
para poder corregir los errores involuntarias que se hayan cometido en su elaboracion
y desarrollo del presente Texto. Expresamos las muestras de gratitud a todas las
personas que de manera directa o indirectamente contribuyeron en la realizacion de
Texto Universitario, en particular a las Autoridades, en especial al Vicerrectorado
de la UNAMAD por declararnos ganador en el Proceso de Concurso de Proyecto de
Elaboracién de Textos Universitarios y de otorgar el presupuesto econémico para su
ejecucion de dicho Texto Universitario de Ciencias Bésicas de la Universidad Nacional
Amazoénica de Madre de Dios Docentes de la Universidad Nacional San Antonio Abad

del Cusco.

Los Autores.
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Capitulo 1

Limites y continuidad de funciones

reales

1.1. Introduccidon

Esta asignatura comienza como base del estudio de la estructura de limites de
funciones definidas en su dominio contenido en la recta real, llamadas variable depen-
diente f(x), cuando la variable independiente x sean tan cercanas como se quiere a
un valor numérico x; es decir las funciones reales tienden a un valor real. El limite de
un objeto es el cambio de velocidad y aceleracién esto implica concepto fisico, pero
andlisis de la recta secante aproximacion a la recta tangente es el estudio geométrico.
Las areas, volumenes, longitud de arco, centroides y una variedad de conceptos que
han permitido fundamentar a los cientificos, ingenieros, economistas de crear mo-
delos matematicos para describir un fenémenos del contexto social; el concepto de
continuidad, derivada de una funcién, integrales indefinidas o definidas. La nocién de
derivada e integral de una funcién ponen al estudiante universitario dos problemas
bésicos del Calculo: Céalculo diferencial e Calculo integral resultando dos operaciones
inversas fundamentado por matematicos K. Weierstrass, B.; éstos conceptos estable-
cidos son aplicados a problemas del contexto real vinculadas a ciencias e ingenierias,
humanidades o sociales que es de gran utilidad en la formacién del futuro profesio-
nal, [4], [6]. La matemadtica superior, tiene un nivel altamente formativo, académico y
dindamico tiende desarrollar capacidades, habilidades y la adquisicion de conocimien-
tos los cuales contribuyen en la formacién profesional del estudiante universitario.

El célculo diferencial e integral proporcionan a los futuros ingenieros y licenciados,

1



2 1.1. Introduccion

conocimientos basicos necesarios para aplicar a situaciones préacticas vinculadas a su
ejercicio profesional para analizar, razonar y comunicar eficazmente sus ideas; plan-
tear, resolver e interpretar problemas matematicos de una variedad de situaciones
reales del contexto en general, ademas permite identificar y entender el rol que juega
el célculo diferencial e integral en el mundo de la ciencia y tecnologia moderna.

La formalizacién del concepto de limites para funciones reales es indispensable su
desarrollo, de modo que constituye la piedra angular sobre el cual descansan dos pi-
lares mas importantes del calculo en la mateméatica superior, uno calculo diferencial
y otro calculo integral, tratan especificamente de cambios infinitesimales de variables
independientes y dependientes de cantidades reales que describen situaciones reales u
objetos de estudio, tales cambios pueden ser fisicos, transformaciones quimicos, mu-
taciones biolégicos, maximizaciones de utilidades y minimizaciéon de costos, cambios
sociales, juridicos los cuales permiten ser expresados a través de modelos matematicos,
utilizando conceptos de limite de funciones, continuidad de funciones , derivada de
funciones e integrales de funciones, de este modo poder predecir situaciones, fenéme-
nos a través de modelamientos matematicos en el tiempo y espacio con aplicaciones

de la tecnologia en el area [4], [13].

Mateméticas E> Proceso de limite E> Cgilculo: Derivadas
previas al Célculo ¢ integrales

Figura 1.1: Fundamento basico del calculo

Definicién 1.1 (Vecindad abierta en un punto) Un subconjunto A C R se lla-
ma abierto cuando todo sus puntos son interiores esto es, int(A) = A. Si dice que
A es abierto , si y solo si para cada v € A eziste un intervalo abierto (a,b) tal que
verifica: x € {a,b) C R.

Sea cualesquiera x € {a,b) C R, se denomina vecindad abierta o bola abierta de cen-
tro xo y con radio 6 > 0 , al conjunto de distancias de x a xo que sean menores que
el radio §, expresada [7], [8].

B(z0,0) =< xo—0, 20+ >={z € R: |x —x0| < 0}. Cuya representacion grifico es:
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R
< ¢ o ) >
Xy — 0 X X, + 0

Figura 1.2: Vecindad abierta en x

Definicién 1.2 (Vecindad cerrada en un punto) Se dice que un subconjunto A C
R es cerrado si y solamente si, su complemento es abierto A° =R — A. Diremos que
un punto a es adherente a un conjunto A C R, cuando a sea limite de una sucesion
de puntos {x, tnez de elementos de A, [7].

Se denomina vecindad cerrada de centro xy y con radio & > 0, al conjunto de dis-
tancias del punto x al punto xo que son menores o iguales a 0, expresada [7], [8], es

decir:

B(xg,0) = [rg— 0,20+ 0] ={x € R: |x — xo| < I}

Teorema 1.1.1 Un punto a € R es adherente a un conjunto A C R, si y solo si,

para todo € > 0 se verifica AN {a —e,a+¢e) # 0.

Definicién 1.3 (Punto de acumulacién) Sea zq un punto de acumulacidn del con-
gunto A C R, si y solo si, toda vecindad B;(xq,0;) contiene al menos una vecindad

abierta mas pequena entre ellos con centro xg y A()Bi(xg,0;) # 0 con i = 1,2,...;

[7], [8].

Teorema 1.1.2 Para todo A C R, se verifica A = A|J A, ésea la adherencia de
un conjunto A se obtiene anadiendo al conjunto A los punto de acumulacion, esto la

clausura del conjunto A.

(g )My
X

N J

Figura 1.3: Punto de acumulacion en xq
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Definicién 1.4 (Funcién acotada) Una funcion f(x) se dice ser acotada, si existe
un nimero real M* de tal modo verifica |f(x)] < M para todo x € D C R, [7], [8].

Ejemplo 1.1.1 Sea subconjunto A = [—2,5 >C R, y definir las vecindades abiertas
de centros —3, 2, 4, 5 y 7 , y radios 0.1, 0.2, 0.5, 0.3 y 0.1.

Demostracién:
B(-3,0.1)=[-3—0,-34+d0]={reR: |z +3] <0.1}

es una vecindad abierta de radio 0 = 0.1 y centro x¢o = —3

B(2,02) = {r € R: |z — 2| < 0.2}

es una vecindad abierta de radio 0 = 0.2 y centro xy = 2

B(4,05)={z €R: |z — 4] < 0.5}

es una vecindad abierta de radio § = 0.5 y centro xy = 4

Ejemplo 1.1.2 Sea el subconjunto B = [—2,9 >C R, establecer si los puntos —3, 4,

7,9 y 11 son puntos de acumulacion.

Demostracion:

Afirmamos los puntos —3 y 11 no son puntos de acumulacién del conjunto B debido
a que no existe ninguna vecindad abierta mas pequena que encierre a estos puntos;
mientras los puntos —3, 4, 7 y 9 son puntos de acumulacion del conjunto B, debido

a que existen vecindad abierta mas pequena que encierre a estos puntos.
Ejemplo 1.1.3 La funcidn definida por f(x) = 3x 4+ 2 es acotada en 1 < x < 3.
Demostracién:

1° A la desigualdad multiplicar por 4 a los extremos y medio, resulta la desigualdad

siguiente 3 < 3z < 9.

2° A continuacién sumar +3 a cada miembro y al medio realizando las operaciones

de aritmética resulta 3 +2 < 3z + 2 < 11 entonces 5 < f(z) < 11.

3° La funcion es acotada superiormente por M = 11, y la misma funcion es acotada

inferiormente por m =5
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4° Interpretacion geométrica de las cotas superior e inferior de la funcién es dada

en el intervalo.

gréfica de f(x) funcién acotada

12

3.5

Figura 1.4: Funcién acotada

1.2. Limites de funciones reales

El concepto de limite ocupa una posicion central y constituye una base fundamen-
tal que trata de fenémenos fisicos, econémicos, ambientales y sociales de aproximarse
a un valor tan cercano o tan proximo como lo especifique y ain nunca se logra al-
canzarlo y su complejidad resulta ser fuente de dificultades durante el proceso de
ensenanza - aprendizaje del calculo diferencial y integral de una funcién real de va-
riable real y de varias variables. Primero por su caracter estructural que constituye la
piedra angular, sobre el cual se desarrollan dos estructuras fundamentales, uno calculo
diferencial y otro calculo integral entre otros conceptos relacionados de la matematica
superior.Segundo por su caracter instrumental es una herramienta fundamental que
permite encontrar soluciéon de problemas del contexto real o ejercicios en el interior de
la matematica pura, matematica aplicada a la ingenieria, la fisica, ciencias financieras,
ciencias sociales; el estudio que se gesta en diferentes contextos de la ciencia como:
Andlisis Real, Topologia, analisis matematico I y II, ademés calculo vectorial que
expresan fenéomenos reales que acontecen alrededor de nuestra vida como producto

de la manipulacién de la mano del hombre o forma natural, [13],[21].

Ejemplo 1.2.1 FEl concepto de limite utilizamos en cada momento de nuestro queha-

cer de la vida diario, para un mecdnico que fabrica pistones, “tan cerca’puede signifi-
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6 1.2. Limites de funciones reales

car milésimos, centimetros, pulgadas de su diametro del piston. Para los astronomos
“tan proximo”’puede significar la medida de anos de luz, el recorrido de la radiacion
solar durante el ano en el sistema planetario, galaxrias o distancia recorrida de la ra-
diacion solar a la tierra y a otras planetas durante el ano, significa “aproximadamente
o cerca”de nuestro planeta tierra en distancia.

Para un técnico agricultor “tan proximo o cerca’puede significar instantes o periodos
para realizar el traslado de las plintulas del almdcigo a terrenos fijos para su creci-
miento y rendimiento como planta independiente o “tan proximo”significaria el uso
adecuado de insecticidas para la fumigacion de plantas frutales o plantas medicinales
sequn los pisos ecologicos para tener una buena aproximacion de cosecha o produc-
cion.

Para un técnico forestal “tan cerca o prorimo”puede significar tiempo minimo para
la regeneracion de plantas maderables o no maderables, después del incendio fores-
tal, o tiempo de vida que tienen plantas maderables una vez talada, también “tan
cerca”significaria anos de vida observando el niumero de anillos del drbol talado, de-
terminacion del volumen del drbol en pie para su comercializacion o transformacion
en el corto y mediano largo plazo de manera sostenida, pero preservando la especie
para las futuras generacion en nuestro planeta tierra.

Para un técnico agroindustrial “tan cerca o proximo”significaria tiempo de conserva-
cion y preservacion de productos agricolas, agropecuarios, para su comercializacion
o grado de acidez que alcanza las frutas de la region segun pisos ecologicos, o grado
de fermentacion en alcohol de las frutas después del proceso de trasformacion, esto
es el limite de preservacion y conservacion de productos con valor agregado para la
comercializacion y exportacion.

Para un economista “tan cerca o proximo”significa resolver la demanda y oferta de la
poblacion consumidora de la produccion de ciertos articulos de primera necesidad, es
una aprorimacion mdxima tedrica a la que estd empenada una fabrica para producir
dichos articulos, es un limite, que en la prdctica nunca se logra alcanzarlo satisfacer

las multiples necesidades de la humanidad; pero a la cual es posible aproximarse.

Definicién 1.5 (Concepcién heuristica de aproximacién infinitesimal) FEl con-
cepto de limite de una funcion real, ha sido una de las mds arduas tareas para los
matemdticos en la historia de andlisis matemdtico. El limite es una cantidad escalar,

a la cual una razon de cantidades en movimiento se aproxima continuamente, mas que
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cualquier diferencia dada y no puede alcanzarla y sobrepasarla antes que las cantida-
des hayan decrecido indefinidamente. El aporte de Newton,I. (1660) fue para calcular
razon de cambio instantdneo es decir calculo de la velocidad, distancias, problemas de
tangentes y cuadraturas. El concepto de limite va abriendo un paso, imprescindible
de la ardua tarea de modelar y sistematizar el fundamento de la idea de aproximarse
a un valor tan cercano como lo especifique y aun nunca se logra alcanzarlo constituye
la esencia del concepto de limite, [4],[19].

La primera definicion de limite aparece en la obra de Wallis,J. (1616-1703), expresa
y utiliza por primera el simbolo denotado por oo. Afirma el paso de limite no es una
operacion matemdtica, sino un método heuristico que conduce a hallazgos gracias al
razonamiento légico basado en induccion incompleta. D “Alembert (1717-1783), sos-
tiene y perfecciona ésta definicion, usando explicitamente la palabra limite de una
cantidad variable visto como una cantidad fija a la cual se acerca tanto como se
quiera. Se dice que una cantidad es el limite de otra cantidad cuando la sequnda pue-
de aproximarse a la primera tal cerca como una cantidad dada, tan pequena como
se puede suponer, sin que la cantidad que se acerca pueda sobrepasar a la cantidad
que se acerca, la diferencia de una semejante cantidad a su limite es absolutamente
inasignable. Cauchy, L. (1665) define muy parecida a la que utilizamos en la actua-
lidad, es decir, la concepcion numérica dinamica infinitesimal. Cuando los sucesivos
valores que toma una variable se aproximan indefinidamente a un valor fijo, de ma-
nera que terminan por diferir de €l en tan poco como queramos, este ultimo valor se
llama el limite”. La definicion de Cauchy hacia uso de expresiones tales como: valo-
res sucesivos, aprorimarse indefinidamente y diferir tanto como uno quiera y define
nhg)lo f(n) =1L, [21].

El concepto era logico, le faltaba la formalidad matemdtica y aqui la contribucion
de Weierstrass,K. (1770) consolida y permite dar una definicion solida y formal de
limite de una funcion real, nos proporciona un concepto fundamental para estudiar y
analizar el comportamiento de las funciones reales, cuando la variable independien-
te x suficientemente tan cerca a o, dando como resultado si la funcion f(x) tiende
al nimero arbitrariamente a L, y se denota: lim f(x) = L < para todo € > 0,
existe algun 6 > 0 tal que para todo x en el cﬂg;;zoinio de la funcion Dy se cumple
0<|z—xo| <d=|f(x)—f(z0)| < €. Esta definicion (€,6(¢)) es el laborioso resulta-
do de mds de cientos de anos de intentos explicaciones formales tedricas de muchos

matemdticos y significa la completa rigorizacion del concepto de limite de una funcion
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8 1.2. Limites de funciones reales

real f(x), toma un valor L, cuando la cantidad x variable independiente se aproxima
a un valor tan cercano xy por derecha y por la izquierda.

Por consiguiente el limite de una funcion real f(x), se aproxzima suficientemente al
valor L, con tal de considerar todo los valores de x suficientemente tan préximo al
numero xq. Esto establece un concepto formal y bien definido en un punto xqy de la
vecindad abierta de niumeros reales, cuyas aplicaciones y operaciones sirven para dar
una demostracion formal del operador limite a funciones reales de valor real, funcio-

nes vectoriales etc.

Definicién 1.6 (Definicién formal de limite) Sea una funcidn real de valores reales
f A= R, definida en A C R. El nimero Ly, es limite de una funcion real f(x) en el
punto xy (no necesariamente del dominio ) cuando el valor absoluto de la diferencia
entre los valores de f(x) y Lo se puede hacerse tan pequeno como se quiera, con tal de
considerar los valores de x es suficientemente tan prérimo al nimero de g, es decir,
la definicion de limite establece a que los valores de la funcion f(x) se aproxima a
Lo, conforme x se aprozima al numero elegido xq, si el valor absoluto de la diferencia
de |z — xo| — 0 entonces el valor absoluto de la diferencia de |f(x) — f(xo)| — 0, la
expresion matemdtica es, [7]:

Si lim f(x) = L < para todo € > 0, existe algiun 6 > 0 tal que para todo x en el
dorfvzrfgo de la funcion Dy se cumple 0 < |z — x| < 0 = |f(z) — f(xo)| < € y la
representacion grdfica es, [3], [4]:

ot E J(x)

Jf(x)
T 0

J(x)
L —&1

0

 J
»

Figura 1.5: Limites de funciones reales
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En lenguaje més simple: es posible encontrar o tener la funcién real f(x) definida
arbitrariamente en un intervalo de la recta real tan préximo a L, desde que se tome

x € A suficiente proximo del valor real zy con x # x.

Ejemplo 1.2.2 Analizar el comportamiento de la funcion f(x) = 2* 4 62* — 2 — 19,

para todo x muy proximos a x = —2 por la izquierda y por derecha.

Solucién:
Se presenta la grafica en valores de x muy cercanos a —2 aproximacion por la izquier-

da y derecha con su respectivo imagen de f(z) para cada x € Dy = R y la figura 1.6.

Gréfico de limites de f(x) en x=-2

140
120
100 | lim, [x3+6x%-x-19]=-1
80
E eof
40t
20
0 F——=
|
20 | 1
-3 -2 1 0 1 2 3 4
X
Figura 1.6: Limite de funcién f(z) en z = —2

En la figura mostrada f(x) = 2 + 62%> — x — 19, es funcién cibica de modo que el
punto (—2, —1), explica la existencia de un agujero sobre la curva f(z), esta claro que
la funcién no esta bien definida para xr = —2 y podemos calcular el valor de la funcion
tan cercano como queramos resultando f(—2) = —1, eligiendo valores muy cercanos
xr = —2 por la derecha e izquierda. Los estudiantes universitarios del area de ciencias
e ingenieria muchas veces, intentan aprender y asimilar el concepto formal de limites
de funciones reales, para valores muy préximos r — —2.

Analiticamente aplicamos el operador limite a la funcién f(z) = 2 + 62% — x — 19
cuando r — —2

lim f(x) = xlin_lg(xf” +61% — 1 —19) = (=2)* +6(-2)* +2 - 19 = —1

r——2
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10 1.2. Limites de funciones reales

Y — 1422 + 92 -9
Ejemplo 1.2.3 Analizar el comportamiento de la funcion f(z) = T :133 o ,
l‘ —

para los valores muy prorimos a x = 3 por la izquierda y por derecha.

Solucion:
Se presenta la siguiente tabla de valores de x muy proximos a 3 por la derecha e
izquierda con su respectivo imagen de valores numéricos f(z) para todo el dominio

de la funcién real x € Dy = R — {3}, y la figura 1.7.

Grafica de limite de funcién f(x) en x=3
100F T T T T T T

lim, o(x*+x314%%? +9*-9)/(x-3)|=60
gor A

6 e

f(x)

40

20r

Figura 1.7: Limites de funcién en x = 3

La funcién simplificada f(z) es una funcién cubica, el punto (3,60), explica la
existencia de un agujero sobre la curva f(x), estd claro que la funcién no estd bien
definida en x = 3. Hallamos el valor tan cercano de la funcién f(x) para valores muy
cercanos r — 3 y resulta 60.

Analiticamente.

lim f(x) = lim

<x4+x3— 14x2+9x—9>

z—3 z—3 T —3
_ 3 2 _
— m <(x 3)(z® + 4x* — 2z + 3))
z—3 Tz —3

= lim(z® + 42® — 22 + 3)

z—3
= 60
Calculo Iy 11
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Ejemplo 1.2.4 Calcule el valor numérico de las siguientes funciones compuesto en

limite, definidas en los puntos de acumulacion respectivamente. En la figura 1.8

1. 11'1{13f($) 3. liqllf(x) 5. hn%f(a:) Y
2. lim f(z) 4. 1m f () 6. lim f(z)
yﬂ

12

A

3 2 a1 Jo 1 2 3 4 5 x

Figura 1.8: Representacion grafica de funciones por tramos

Solucion:

Segun el grafico mostrado se tiene los limites de las funciones dadas:

1. lim f(z)=0 3. lim f(x)=6 5. lim f(z) =3
z——3 z——1 T—2
2. xlggf(q:) =12 4. Ili)l{l3f(£l:) =0 6. 3161_% f(z)=6

Ejemplo 1.2.5 Analizar el comportamiento de la funcion real definida mediante, en
toda la recta real excepto 2:

5a% — 28x2% 4+ 33x + 18
x4 — 1123 — 20224+ 392+ 9

fz) =

Para valores cercanos muy cercanos x = 2 por la izquierda y por la derecha.

Solucion:

Se presenta tabla de valores de la funcién f(x) para valores muy cercanos a x = 2.

Hallamos el valor de la funcién f(z) cuando = — 2 por la derecha e izquierda usando
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el método de Newton 1.(1665), método de aproximaciones para valores de x y resulta

Ahora aplicamos el operador limite a la funcién

53 — 2822 + 33x + 18

I@) = 15 — 20 + 390 49

cuando x — 2 método analitico establecida por Weierstrass, K.(1700).
5a® — 28x% + 33z + 18

lim f(z) = lim

12 z—2 x4 — 1123 — 2022 + 392 + 9
) , (x — 3).(52% — 13z — 6)
1 =1
Yy F) = i 1% 90:2 1 300 + 0
(z — 3).(52% — 132 — 6) 12 12

iy @) = I o T s 3019 65 /W =g

Presentamos la representacion gréafica de la funcién real sobre su dominio.

limite de funcién f(x)en x=2

S f

f(x)

—

Figura 1.9: Limites de funciones reales

34+ 622 4 100+ 3
Ejemplo 1.2.6 Analizar el comportamiento de la funcién real definida f(z) = Tt $2 i 9 v
’x —

en toda la recta real x € R—{—3,3}, para valores cercanos muy cercanos r = —3 por

la izquierda y por la derecha.
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Solucién:
Aplicamos el operador limite a la funcién real f(x) cuando z — —3 método analitico

establecida por Weierstrass, K.(1700).

2% + 622 4+ 10z + 3

xli>I£l3 f(x) - rll>r£l3 2 —9
_ lm (x+3).(x* + 3z + 1)

e=»-3  (z+3)(x —3)

. (2*+3z+1) 1
= lim —— = ——
Tz——3 (:L‘ — 3) 6

1
Observamos el limite de la funcién f(z) es un nimero —— cuando el valor de x sea

tan préximo al numero x = —3, representaciéon gréfica.

limite de f(x) en x=-3

A
40
L limi 3 wy 2 * 2 _
30 |Im|x_>_3[(X + 6*x“ + 10*x + 3)/(x“ -|9)]=-1/6
20
> 10r X: -3.004
Y:-0.1684
0 == | >
|
-10 |
|
-20 :
|
-30 [, |
6 4 2 0 2 4 6

Figura 1.10: Limites de funciones reales

_ 2 —9x + 8
Az +12 -4

en toda la recta real x € R — {1}. Para valores cercanos muy cercanos x = 1 por la

Ejemplo 1.2.7 Analizar el comportamiento de la funcion real definida f(z)

1zquierda y por la derecha.

Solucién:
Aplicamos el operador limite a la funcién real f(x) cuando z — 1 método analitico

establecida por Weierstrass, K.(1700).
Calculo I y 11
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2 _
lim f(z) = lim v+

r—1 z—1 \/41‘_{_]_2_4

lim f(z) =

rz—1

lim f(z) =

z—1

Ejemplo 1.2.8 Halle el limite de la funcion real f(x) =

enx = —1

Solucion:

multiplicando con la conjugada (v/4x + 12 — 4).

(x = 8)(z — 1)(v4x + 12+ 4)

p
o1 Az —1)

i (x — 8)(V4x + 12+ 4)
o1 4

—14

- 4z* + 923 + 322 — 5 — 3
3t + 923 + 922 + 3z

Los factores primos de funciéon numerador y denominador método de Ruffini, esto es:

4a* + 923 + 322 — bx — 3 = (z + 1)3(4x — 3) es la funcién del numerador.

3z* + 923 + 922 + 3z = 3x(x + 1)3 es la funcién del denominador.

lim f(x)

r——1

dr* 4+ 923 + 322 — bx — 3

eot1 3t + 923 4+ 922 + 3z
3 _
— lim (x 4+ 1)*(4x — 3)
e—>—1  3z(x +1)3
dr—3 7
fm = -
r——1 337 3

Limite de f(x) en x=-1

lim, _ ,f()=7/3

Figura 1.11: Limites de funciones reales
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Ejemplo 1.2.9 Halle el limite de la funcion real definida f(x) =

todo valor real de x muy cercanos a 3.

Solucion:

x3 — 27
— ¢
202 — Tx + 3

n

La funcién del numerador es un polinomio cubico, mientras el numerador es un poli-

nomio cuadratico entonces usamos diferencia de cubos y método de aspa simple para

el denominador y se tiene:

23 — 27 = (z — 3)(2* + 3z +9) polinomio numerador.
222 — Twx + 3 = (z — 3)(2x — 1) polinomio numerador.

Aplicando a cada miembro el operador limite y resulta:

glglir:lg f(z) = lim

=3 222 — T + 3

Representacién grafica de la funcién puesto en limite (figura 1.12), tenemos.

10

-10 b,

Limite de funcién f(x) en x=3

A

Figura 1.12: Limites de funciones reales

lim f(z) = lim

r—3 r—3 2,1'2 — Tz -+ 3

(x —3)(a? 4+ 3z +9)

= lim

r—3

= lim

r—3

) 27
lim fl) = 5

(x —3)(2z —1)
(22 + 3z +9) _ 27
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2 4 6 3 2 3
Ejemplo 1.2.10 Halle el limite de la funcion real f(x) = ¢ ;C —1—1:1: + en
x —

r=1

Solucién:

Para hallar el limite de f(x) en todo valor real muy cercano al punto x = 1, utilizamos
propiedades del algebra como productos notables para el polinomio del denominador,
mientras para el polinomio numerador de cuarto grado primero descomponer en fac-
tores primos utilizando el método de Ruffini y resulta:

224 — 623 + 22 + 3 = (v — 1)(22% — 42® — 3z — 3) polinomio numerador.

22 — 1= (z —1)(x + 1) polinomio del denominador.Representacién grifica de la fun-
cién real definida f(z).

limites de funcién f(x) en x=1

A

60

40 P

20

f(x)

x=-1 X: 1.005
0 Y: -4.002 >
— ==
[
I
20 |
[
|
[
-40 t I .
3 2 1 0 1 2 3

Figura 1.13: Limites de funciones reales

Aplicando el operador limite a cada miembro y resulta:

22t — 623 + 22+ 3

lim f(z) = lim

T—1 z—1 xr2 —1

_ 3 _ A2 _ _
lim f(z) = lim (x —1)(22° — 42° — 32 — 3)
z—1 z—1 (:13 — 1)(&: -+ 1)

Calculo Iy 11
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Eliminado términos iguales del denominador y numerador y resulta.

(223 — 42 — 3z — 3)

lim f(z) = lim

rz—1 z—1 ({L‘ —+ ]_)
. (223 — 42% — 32— 3) 8
= lim = —=
lim f(z) = —4
z—1

-t -t -

Ejemplo 1.2.11 Halle el limite de la funcion f(z) = 527 T 428 — T2t 4 Bt — 225 2 1
x 26— Tx xt — 223 — 22 —

enx =1

Solucién:

Descomponer en factores primos numerador y denominador:

28—+t — a3+ 22 — 2 =x(xr — 1) (2 + 22 + 1) polinomio numerador.

327 + 428 — a5 + 5xt — 223 — 22 — 1 = (v — 1)(32° + 7T2° + 523 + 32?2 + 3z + 1)
polinomio denominador.

Reemplazando estos resultados y aplicando el operador limite a cada miembro , esto

es:
ltm £(2) i 2 — St -t 2? -2
fm f(z) = lim
z—1 a—1 317 + 4a8 — Txd + bat — 223 — 22 — 1
-1 4 2 1
lim f(z) = lim sz — V(@ +a7+1)
z—1 e—1 (v — 1)(32 + 725 + 53 + 322 4+ 3x + 1

Simplificando términos iguales en el denominador y numerador.

w(zt + 2?4+ 1)

I _ oy

| f(@) ool (326 4 725 + ba3 + 322 4+ 3x + 1
. z(zt 4+ 2% + 1) 3
a1 (38 4+ Tad 4523+ 322+ 3+ 1 22

, 3

lim f(z) =

22/ +6— Vo +1+4x -1
V2 —-3-1

Ejemplo 1.2.12 Halle el limite de la funcion radical f(x) =

enxt =3

Solucién:
Representacion grafica es, Figura 1.14, desarrollando y aplicando propiedades de ra-
dicales para la funcién radical cociente no es necesario llevar a las formas indetermi-

nadas, puesto que f(3) existe, entonces aplicamos el operador limite a.

Calculo I y 11
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Limite de funcion racional f(x) en x=3
asE T T T T

40 Iimix_> 3f(><):25.2

3B

f(x)

Y:25.1
e R fema L

20

15

Figura 1.14: Limites de funciones reales

lim f(z) = I Ve 46— Vo+1+40—1
tim f(z) = lim VT 31
3) = I 22V +6—Vr+1+4z -1

= [1m

23 Vat—3-1

, 33 +6 -3 +1+12—-1
£(3) = tim f(z) = &

T3 (32—-3-1

f(3) =lim f(z) =25.2

z—3

1.3. Meétodo general para encontrar ¢

Tenemos de la definicién formal de limite de una funcién real f(x) para valores x

muy cercanos a xo, Si lim f(x) = L < para todo € > 0, existe algin 6 > 0 tal que
T—T0

para todo x en el dominio de la funcién Dy se cumple:
0<|z—m| <d=|f(x)— flzo)| <&
1ro Se descompone |f(z) — Lg|, en dos factores , uno de ellos debe ser |x — x|, es

decir: | f(x) — Lo| < ||h(z)]|x — x|
Calculo Iy 11
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2do Acotar la funcién |h(z)| < M, para todo x € Dy. Se elige un valor arbitrario
que satisfaga la relacién |a — xo| > §; la diferencia entre la asintota a y zg, en
particular se puede considerar como:
0 = §|a — xp|. Si hay varias asintotas se toman las diferencias de ellos con o,
con todas las asintotas, luego se elige el menor de ellos y se toma ¢; a la mitad

del menor.

3ro Si para todo € > 0, existe un d; > 0 tal que para todo z € Dy entonces 0 <
|z — 2o <0 =|f(z) — flzo)| <e.
Si|f(z) — Lo| = |h(x).(x — x0)| < |h(2)||z — 20| < M|z — 20| < M52, entonces
€

62:M

4to Se elige 0 = min[dy, J3] es menor que §; y Iy existen y deben ser mayores que
cero. Por lo tantoV € > 0 existe 0 > 0, se comprueba que tal que para todo
x € Dy entonces 0 < |z — x| < = |f(z) — f(z0)| < € entonces IILIEO flx)=1L,
[6], [23].

Ejemplo 1.3.1 Usando la definicion de limite de funciones reales demuestre que:

lim (2 + 2% — 2z) = 140

r—5

Demostracién:

1ro Si para todo € > 0, existe un 0 > 0 tal que para todo x € D; entonces 0 <
|z —5| <d=|f(x) —140| < e.
Si|f(x)—5] = |2°+ 2% — 2z — 140]
< |2* + 6z + 28||]z — 5|
< Mlz—5|<e (1.1)

2do Acotar la funcién:|z? + 6z + 28| < M, consideramos un valor de §; = 1 esto
implica los siguiente |z — 5| < 1 ademéds = -1 <z -5 <1 =>4< 2z <6

= 24 < 62 < 36 sumando a la desigualdad 28 resulta:

2 < 6z + 28 < 645 (1.2)

3ro Sabemos que:

4<r<6=16<2*<36 (1.3)
Calculo I y 11
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sumando miembro a miembro de (1.2) y (1.3) resulta 52 + 16 < x? + 6z + 28 <
64 + 36 entonces 68 < z2 + 6z + 28 < 100 = M reemplazando este resultado en
la ecuacién (1.1).

ato Si|f(z)—5| = |2®+2?—20—140| < |2°+62+28||z—5] < 100.|]z—5| < 6,100 = ¢
£

100
Finalmente elegimos § = min|[d, J5] = min[1

entonces 0y =
€
; m], existe y es mayor que cero.
Por lo tanto: h’rr%(a:3 + 2% — 27) = 140
T

La representacion geométrica de lin% (z° + 2% — 27) = 140.
T—

VA
T N ——

140 |=————————-
140—¢ |-———————-

N p——————— =

N hp———,——

+0 X

Figura 1.15: Limites de funciones reales

Ejemplo 1.3.2 Usando la definicion de limite de funciones reales demuestre que:
lim (32% — 22% 4 22 — 3) = —39

r——2

Demostracion:
Representacion geométrica y utilizando la definicion del operador limite para una
funcion real, esto es, si para todo € > 0, existe un 6 > 0 entonces | f(z) —lp |[< €, en

todo x € Dy C R, esto es.

0<|zx—xzo| <d=|f(x) = flzo)| <€

Calculo Iy 11
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Limite de funcién f(x)en x= -2

\

200

100 F lim  ,f(x)=-39

Y

f(x)

Figura 1.16: Limites de funciones reales

1ro Si lim (32 — 22% + 22 — 3) = —39 < para todo ¢ > 0, existe un § > 0 tal que

r——2

para todo = € Dy entonces 0 < |z + 2| < J = |f(z) +39] <e.

Si|f(z)+39] = [32° — 22 + 22 + 36
< |32% — 8z + 18|z + 2|
< M|z +2|
< ¢ (1.4)

2do Acotar la funcién:\3x2 —8x+ 18| < M, consideramos un valor de §; = 1 entonces

lz+2/<l=-1<z+2<1=-3<x<—-1=24>—8r > 8 sumando a la
desigualdad 18 resulta:

42 < 18 — 8x+ > 26 (1.5)

3ro Sabemos que —3 <z < —1 =9 > 22 > 1 luego
3 < 32® <27 (1.6)

sumando miembro a miembro de (1.5) y (1.6) resulta, la funcién acotada entre
limite inferior y limite superior:

29 < 322 — 8z + 18 < 69 = M entonces reemplazando este resultado en la
ecuacién (1.4).

Calculo I y 11
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4to si |f(x) + 2] =< |22 — 8z + 18||z + 2| < 69|z + 2| < §269 = ¢ entonces dy = %

Finalmente elegimos 6 = min|[d;, ds] = min[1, %], existe y es mayor que cero.
Por lo tanto:

lim (32% — 22% 4 22 — 3) = —39

T——2

Ejemplo 1.3.3 Usando la definicion de limite de funciones reales demuestre que:

P+ T+ 10 3
lm (———)=—2
z—-2"12 — 32 — 10 7

Demostracién:
247 10 3
1ro Si lim Tt —=, © para todo € > 0, existe un ¢ > 0 tal que x € Dy
z——2 12 — 3z — 10 7

O<|x+2|<5=>|f(a:)+%!<s.

. 3 10(z + 2)
S =l = |
o2 - R
31 1
= 2
7 ‘x -5 [z +2]
< M|z +2|
< ¢ (1.7)
2do Acotar la funcién: ’ < M, consideramos un valor de
x_
51 = Sloo—a] = S| = 2= 5] = © entonces |z +2| < - = —+ <z 42 <+
1= glro—al =3 =, entonces |z 5 5<% 5
A eI 2, L2
2 = 2 7 w—5 "2l
la desigualdad resulta:
1 2
<-=M 1.8
x—5‘ -7 (18)
3 10,z 42 10, 1 10 . 2 49e
3ro Si 2= = < = < 5,2 < e ent 5y — 2
ro 1\f(x)—i—7 7x_5]_7x_5\_72479_6enonces2 50
Finalmente elegimos 6 = min[dy, d2] = min[1, 2—(;:], existe y es mayor que cero.
2 + Tz + 10 3
Por 1 clim (—————) = —2
or lo tanto mi>r£12<x2 — 10) -
? + Tz + 10 3
4to R tacié Strica de lim (—————) = —=
o Representacion geométrica de_ LHJQ(:UQ v 10) -

Calculo Iy 11



1. Limates y continuidad de funciones reales 23

yA

=V

——==z|-3/7

N

Figura 1.17: Limites de funciones reales

Ejemplo 1.3.4 Usando la definicion de limite de funciones reales demuestre que:

x? =1 1

3$3+11x2+x—15):3_2

1im (
r—1
Demostracién:

VA

| |

| |

| |

| |

L

| | :

L

N

I | 0.03 = >
412 1 Y

R

L

| | -2

L\

|/\| -3

Figura 1.18: Limites de funciones reales

1
):3—2<:>paratodoe>0

existe un ¢ > 0 tal que para todo x € Dy entonces 0 < |z — 1| < 0
1
——| <e.
ORI

1ro Si lim( it
ro Si lim
z—=1"3x3 + 1122 +x — 15

Calculo I y 11
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: 1 (x+1)Bx +17)(x — 1)
S f(x)_3_2‘ 32(37 + 5)(z + 3)
1 (z+1)3z+17)
S 2 Grinmiy t
< M|z —1|
< ¢ (1.9)

1)(3 17
(2 +1)(B +17) < M, consideramos los valores de
32(x + 3)(3x + 5)
4

§= §|x0 — a| donde a son las asintotas y sea §; = 5\1 +3| = 3= 2

) 4 4
§| =3 entonces el menor de ellos es |[x — 1| < 3

2do Acotar la funcién:

1

:4< 1<4:1<<7
3 =7 3 35753

por propiedad de valor absoluto = —1 < 3z < 7 a la desigualdad sumar 17
entonces resulta 16 < 3x 4+ 17 < 24 asi queda:

|3z + 17| <24 (1.10)
1 7 ) 2 10
3ro Ahora —3 <z < 3 sumar a la desigualdad 1 y resulta 3 <z+1l< 3 entonces

10
R (1.11)

1 7
4to Como —3 < x < = sumando a la desigualdad 5 y multiplicando 3 resulta

1 1 1
4 <3 5 < 12 ent - > > —
T+ entonces 1 35 B

1
3xr+5

1
< - 1.12
<3 (112)

1 7
5to Similar —3 <zr< 3 sumar a la desigualdad 3 y resulta

8< +3<16"t‘d3> ! >3
- <ux — invirtiendo — —
3 3 8 x+3 16
1 3
<2
lz+3] — 8
De (1.10), (1.11), (1.12) y (1.13) reemplazando en (1.9)

Calculo Iy 11
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1 e+ 1|83z + 17|z —1] 15

6to Si - —|= < —03 =
o StIf@) - 55 3203z + 5z +3] 207 °©
15¢
entonces 03 = -
. . . , 15¢ .
Finalmente elegimos 6 = min[dy, ds, 03] = mln[g, 7], existe y es mayor que cero, por

lo tanto:
, 2 -1 1
lim ( )= —
e—1'32(323 4+ 1122 + 2 — 15)" 32

Ejemplo 1.3.5 Usando la definicion de limite de funciones reales demuestre que:

342 .
lm (Qx 42% — 3z 3) _

r—1 T + 1
Demostracion:
203 —4x? — 3x — 3
1ro Si lim(Z— "0 — 27

z—1 x+1
para todo = € Dy entonces 0 < [z — 1| < § = |f(z) +4| <e.

(x —1)(22% — 22 — 1)

) = —4 < para todo € > 0, existe un 6 > 0 tal que

Sif(x)+4] =
O

|z — 1/|22% — 22 — 1]

< |

|z + 1
< M|z —1]
< ¢ (1.14)
222 — 22 — 1
2do Acotar la funcién cociente:|( ° ° )| <M
(x+1)

Considerar el valor de ¢ = §|£B0 — a| donde a son las asintotas y sea:

1 2
51:§|1—{—1|zizlentonces\x—l\<1:>—1<x—1<1:>0<x<2
por propiedad de valor absoluto = 0 > —2x > —4 a la desigualdad restar —1

entonces resulta —1 > —2x — 1 > —3 asi queda.

—3<-2r-1<-1 (1.15)

3ro Si = 0 < x < 2 a la desigualdad elevando al cuadrado y multiplicando por 2
resulta
0<22* <8 (1.16)

Entonces sumando miembro a miembro (1.15) y (1.16) -3 < 22 — 2z —1 < 3
asi queda
202 — 20 — 1| <7 (1.17)

Calculo I y 11
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4to Tenemos que 0 < z < 2 sumar a la desigualdad 1 y resulta 1 < z +1 < 3

entonces invirtiendo

1
| > = entonces

>
|z +1]" " 3
1
<1 1.18
lz+ 1| — (1.18)
(x —1)(22% =22 —1), _ |z —1||22% — 22 — 1]
5t 4| = < < 7oy =
O‘f(z)_‘_ ’ ‘ (SL’+1) ’— ‘SL’—l—l‘ |_ 2 €
5
(52:?.

£
Finalmente elegimos 6 = min[d;, d2] = min[1, ?], existe y es mayor que cero.

2% — da? — 3z —
Por lo tanto: lfm( ‘ v o Ssr o3

)=~
r—1 gj‘—|—1

Limite de funcién cociente f(x) en x=1

150
100 lim,__ 1 [(2*x3-4*x2-3*%-3)/(x+1)]= -4
__s0f
=
0 — >
!
|
i
50 !
!
I
i
6 4 2 0 2 4 6
X

Figura 1.19: Limites de funciones reales

1.3.1. Ejercicios propuestos

Usando la definicion formal de limites de funciones reales demostrar los siguientes.

) 1 22 + 51 +6
1. Iim(——————) = -1 ¢ _
x—>1(2x2—5x+2) 5 x£@2(x3—|—5x2+2x—8a:~|—1)
1
6
203 — 422 —3x — 3
2. 1 — 4 fm(22° + 322 — 11z — 6) =
mgrr%( po] ) 4. ilgé(?:r +32% — 11z — 6) =42

Calculo Iy 11
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33 + 2% — 4z — 20 ) 3 3
[ = 9. Hm(— 22  y_ 72
6. K <$3+6m2+10x+3)_ 1
e z* =9 -6 10. 1lim M) _ 1
1 —
7. HH%(2$4 —33:3+33;+10) — 924 =1 4r + 3 2
z—
2 _ 3 3 2_10 8
8.l (T = -3 11 1 ST TS
z——2 rz—1 z—2 T — 92

Teorema 1.3.1 (Teorema de unicidad de limite) El limite de una funcion real

f(z) eziste y es unico.
Sean lim f(x) =Ly y lim g(z) = Ly entonces Ly = Lo.
T—T0

T—xQ

Demostracion: Es suficiente demostrar que para todo € > 0 y debemos considerar

lim f(z) =Ly y lim g(x) = Ls.
T—>T0

SilLy — Ln| = [Ly = f(x) + g(x) — La| < (|L2 = f(2)| + 9(x) — La]).

5 .
Tomemos para todo 5 > 0 y existe d5 tal que 0 < |x — zg| < 5 entonces

3

£~ L] < 5

£
Tomemos para todo 3> 0 y existe d; tal que 0 < |z — | < d; entonces

€
o) — L] <
Finalmente:
e €
L2 = Ln| = [Ly = f(2) + g(2) = Ln| < [La = f2)| +|g(2) = La| < 5 + 5 =«

esto implica 6 > 0 tal que 0 < |z — zg| < § = min|d1, Jo], existe y es mayor que cero

entonces para todo € > 0 verifica que L = L.

Teorema 1.3.2 (Teorema de desigualdad de limite) Sean las funciones real f(z)
y g(z), con la condicion f(x) < g(x), para todo x € Dy D D, con x # xy, ademds se
tiene lim f(x) =L y lim g(x) = M entonces L < M.

T—T0

T—T0
Demostracién:

Supongamos que no es cierto la tesis. Si L > M entonces L — M > 0

Calculo I y 11
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1ro veamos que € = > 0, de modo que existe numero positivo d; > 0 tal que

0 < |z — x| < 1 entonces |f(x) —L| <e=L—e< f(z) < L+e.

2do veamos que € = > 0, de modo que existe niimero positivo d > 0 tal que

0 < |z — o] < g entonces |g(z) — M| <e= M —ec < g(z) < M +e¢.

3ro Elegir un 6 > 0 tal que 0 < |x — x| < 6 = min[dy, J2], existe y es mayor que cero
entonces para todo € > 0 verifica por hipétesis xlil?o flx)=1Ly ZILIBO glx) =M
entonces M — e < g(z) < f(z) < L + ¢ resulta que xlirﬂrnlog(a:) < xlgglo f(z)
entonces lim (g(z) — f(z)) < 0 por lo tanto (g(x) — f(x)) < 0 esto es una
contradicgigflo a la hipétesis g(z) < f(x) y por consiguiente debe cumplirse
L <M.

1.4. Propiedades de limites de funciones reales

Sean las funciones reales f(x) y g(x) definidas como f,g : D C R — R tal que

lim f(z) = L,y lim g(z) = M y k una funcién constante y verifican las siguientes
Tr—xTQ Tr—x0

propiedades, [4], [21]:

1. lim k =k

Tr—rxTQ

2. lfm (kof(x)) = ko im f(z) = koL

T—rT0 T—T0

3. lim (f(z) £g(z)) = lim f(z)+ lim g(x) =L+ M

T—rT0 T—rT0 T—rT0

4. lim (f(x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x)=L-M

Tr—xQ T—T0 T—T0

5. lim (f(z) + g(x)) = lim f(x) =+ lim g(x) =L+ M

Tr—xQ T—T0 Tr—T0

6. lim [f(z)]"/" = [lim f(z)]Y" = [L]'"

Tr—xQ T—T0

Calculo Iy 11
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7. lim [f(g(z))] = N siempre que N = g(M)

T—T0

Observacion: En algunos operaciones sobre limites de funciones reales no es posi-
ble aplicar directamente con facilidad las propiedades de limites en especial en limites
de funcién cociente, funcién producto, funcién exponente de base e u otra base a real
tanto funcion logaritmica, valor absoluto etc., ya que presentan la forma indetermi-

nada, es decir:

oSG Jim f () |
11m = = —
= g(z) - lim g(z) 0

Se afirma la funcién cociente no esta bien definida en xy. En estos casos especiales se
hace necesario realizar primero las operaciones algebraicas, racionalizacion, factoriza-
cién, uso de propiedades logaritmicas, propiedades de productos notables o cocientes
notables y propiedades de valor absoluto, propiedades de funciones trigonométricas,
propiedades de funciones logaritmicas, propiedad de funciones exponenciales, entre

otros, para calcular el limite de funciones reales, [4], [13].

Ejemplo 1.4.1
Halle el limite de la funcion real:

dx* + 923 + 322 —5x — 3
lim
z——1 % 4+ 324 + 53 + Tx2 + 62 + 2

Solucidn:
1ro Evaluar a la funcién cociente h(x) en z = —1 y resulta.
ltm h(z) i 4a* 4+ 923 + 322 — 5 — 3
im h(z) = lm
z——1 e——1 25 + 32t + 53 4 T2 4 62 + 2
4(=1D)*+9(=1)3 +3(-1)2 = 5(-1) — 3 12 —12
lim h(x) (=D +9(=1)"+3(=1)" = 5(=1) _
a——1 (=1 +3(—=1)*+5(=1)3+7(—-1)2+6(-1)+2 —12+12
, 0

Presenta una cantidad indeterminada, es decir la funcién h(z) no estd bien

definida para xr = —1

2do Realizando la factorizacién de los polinomios reales numerador y denominador:

4a* + 92 + 32 — 52 — 3 = (v +1)*(4x — 3)
Calculo I y 11
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y el polinomio denominador por métodos de descomponer en factores primos y

se tiene:
2° 4 32t + 52° + 7o + 62 + 2 = (z + 1)*(2? + 2)

reemplazando los factores primos de los polinomios numerador y denominador

y resulta.
4ot + 9a3 + 322 — Hx — 3 (z +1)3(42 — 3)
3ro Si lim A(x) = I = 1i
Rt (=) o1 25 + 320+ 508 1+ Ta2 + 62+ 2 eon1 (x4 1)3(x2 +2)
4o — 3 7 7
lm h(z) = i G273 _ T tonces 1im h(z) = —
rz——1 z——1 (aj'Q + 2) 3 rz——1 3

Ejemplo 1.4.2 Calcule el limite de la funcion definida por:

ot 4+ 22% —2? —8r — 12
lim
e—2 x4 — 203 — 22 + 8x — 12

Solucién:
1ro Evaluar a la funcién cociente h(z) en x = 2 y resulta.

) ot 203 — 22 —8r — 12
lim h(x) = lim
12 e—2 gt — 203 — 22 + 8x — 12

1(2) — (2)'+2(2°—(2*—8(2)—12 0
(2) = (24 —2(23—(22+16—12 0

es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién h(z) no esta bien

definida para x = 2

2do Descomponer la funciéon cociente el numerador y denominador:

ot 4+ 203 — 2? —8x — 12 = (v — 2)(2® + 42% + Tz + 6)

y la funcién z? — 223 — 22 + 82 — 12 = (z — 2)(2® — = + 6) reemplazando los

factores primos de los polinomios numerador y denominador y resulta.

L o (w—2).(a 4+ 424+ T +6) 2P+ 4P+ Te+6
B0 S ) = T e @ —er8) B o —t0
5442 +Tr+6 44 11
lim h(r) = lim =L T ED 22 onces lim h(z) = —
r—2 r—2 X —{L‘—f-6 12 r—2 3

Ejemplo 1.4.3 Calcule el limite de la funcion definida por:

i 280 — 2240 1
o1 40 _ 9420 +1

Calculo Iy 11
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Solucion:

1ro Evaluar a la funcién cociente h(z) en x = 1 y resulta.

) B ) ey |
alclgi Mz) = :}:12% x40 — 2220 + 1

180 —92(1 40 1
h(1) = (HZ+1_0
190 —21)20 41 0

es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién h(z) no esta bien

definida para x = 1

2do Hacer cambio de variable de la funcién cociente el numerador y denominador:
y =122 = 9y = 2% = y* = 280 por consiguiente y — 1

.1'80—23740—'—1_, y4_2y2+1

ignih(x) :i%x40—2x20+1 s v — 2y 11
2 1)2 —1)2 1)2
lim h(z) = tim W=D W DR DT 2y
x—1 y—1 (y - 1)2 y—1 (y — 1)2 y—1

Ejemplo 1.4.4 Calcule el limite de la funcion definida por:

. 2102 _ 470 L 9,24 o
fm
a1 x99 — 4259 + 3

Solucion:

1ro Evaluar a la funcién cociente h(z) en x = 1 y resulta.

.CE102 _ 1’70 + 21,24 -9

lim A(z) = lim

z—1 1 299 — 4259 + 3
1102_170 2124_2 0
h(1) = +2(1) _Y
199 — 4(1)» + 3 0

es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién h(z) no esta bien

definida para x = 1

2do usar propiedades de cocientes notables:

2" =1 = (x—1D@" ' +a"?+2" 2+ +2° + 2%+ + 1) para n entero positivo.
22 -1 = (-1 +2"+2¥ + o p 2P P+ 1)
29 -1 = (e-D@®+2" +2% . 423 2?42+ 1)
20 -1 = (z-D)@"+2% 42+ + 2+ 2+ +1)
-1 = (2-D@0+2 +25 + 423 2?4+ 1)
-1 = (2-1)@®+22+22+ -+ 22+ 2%+ +1)
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32 1.4. Propiedades de limites de funciones reales

(2102 — 1) — (2™ — 1) +2(z** — 1)
(9 — 1) — 4@ — 1)

3ro Ordenando a la funcién h(x) =

(-1 +--+1) = (2 -1+ - +1)+ 2@ - 1)(@® +---+1)
(z—1)@®+-+1)—4(x — 1)@B+ - +1)

h(x) =

aplicando la propiedad de cancelacién del factor comun (x-1) del numerador y

el denominador y resulta cuando z — 1.

4to Aplicar el método analitico establecido por Weierstrass, K.

($101_|_...+1)_($69+...+1)+2(x23+...+1)

limA(z) = lim

1 1 ($98+$97+"'+1)—4<l’58+l‘57+"'+1)
, (102) — (70) + 2(24) 80
lim A =1 -
i iz) = lim (99) — 4(59) 137

Ejemplo 1.4.5 Calcule el limite de la funcion definida por:

Va2 +3x —3— v4z2 +5x —8
1m
e=1 /22 4+ 92 + 6 — /1022 + 322 + 22

Solucion:

1ro Evaluar a la funcion cociente h(z) en x = 1 y resulta.

) Va2 +3x — 3 — V4x?2 +5x — 8 1—1 0
lim h(z) = - = — =
z—1 V249246 —v1022+320+22 4-4 0

es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién h(z) no esta bien

definida para x =1
2do Consideremos las propiedades de racionalizacién.
(Va-VB)(va+vh) = a—b
(Va = Vo)(Va? + Vab+ V) = a=b
(Va+ Vb (Va2 - Vab+ V%) = a+b
(Va— Vo) (Vad + Va2 b+ Val + Vi) = a—b
(Va+ Vo) (Vad - Va2b+ Va2 — V) = a—b

(Va2 +3z—3—1)— (V42?2 + 5 — 8 — 1)

h(x) = (Va2 492 + 6 — 4) — (/1022 + 322 + 22 — 4)
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1. Limates y continuidad de funciones reales 33

?+3c—-3—-1 (z—1)(z+4)

(Va2 +3z—3—1) PR

FRl FRl FRl
FR 42 +5x—8—1 (x—1)(4z +9)
V422 —8—1).—2 = =
(Vda? + 50 =8 = 1) 70 Ry TR,
FR 1022 + 322+ 22 — 64 (z — 1)(10z + 42)
/1022 + 327 + 22 — 4).—2> = =
(V1022 + 322 + ) TR, FRs FRs
FR, 22 +92+6—-16  (z—1)(z+10)
Va2 + 92+ 6 — 4). = =
(Va2 + 9246 = 4). 57 FR, FR,

3ro utilizando el método analitico de Weierstrass,K. es decir el operador limite a

cada miembro.

F F
(Va2 +3x — 3 — 1)F§1 — (V422 + 52 — 8 — 1)Fg2
h’n%h(x) = lin% e L 2
T— r— 4
(Vo2 + 92 +6 —4)FR4 — (V1022 + 32z + 22 — 4) 22
r—1 r—1
r+4). — (4x +9).
~ lim R T,
z—1 r—1 r—1
10). —(1 42).
(r+10)- g, — Mz +42).

Eliminando factores iguales del numerador y denominador:

1
/ , (:chAI).FR1 —(4:;:+9).—FR2 5/4 - 13/3 -
tin her) = Jiny 1~ 11/8—52/48 7
xr—r xr—r —
10). — (10 42). ——
(v 4+10). 7, = (10w +42).
, 74
entonces resulta lim h(z) = ——
rz—1 7

Ejemplo 1.4.6 Calcule el limite de la funcion definida por:

y 42 +4—->5V/r2+2x+8+ 23 +4
11m

T2 = Vr+2-5.v12+4—4

Solucion:

1ro Evaluar a la funcion cociente h(z) en x = 2 y resulta.

, AN 20+4—-5N22 420 +8+23+4  20—20 O
llrri h(z) = lim = = -
r—r

z—1 2t — Vo +2-5.v22+4—4 S 16—16 0

es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién h(z) no esta bien

definida para x = 2.
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34 1.4. Propiedades de limites de funciones reales

FRl FRQ

4.(v2x +4—2). —5.(Va?+2x+8—4). + (2* —8)
. Y FRy F'Ry
2do Si hrré h(z) = hr% TR
T— T— 3
(x4—16)—(\/x+2—2).FR3—5.(3x2+4—2).§—§z
1
, o 8(:10—2).FR1—5(w—2)(:17—|—2).FR2+(x—2)(x2+2x+4)
hn%h(:v) = hr% i i
o o (:L'2+4)(a:'—2)(a:'+2)—(x—2)FR3—5(95—2)(:L'+2)FR4
8 ) 2 212 4
= lim IRy ot )FR2+(:C T ):g
o 361
4 2) — — 2
(82 (o +2) = o — 5o+ 2)

Ejemplo 1.4.7 Calcule el limite de la funcion definida por:

0 Va3 —3vVa? + 3 — 1
11m -
o1 34297 — bV/a?

(z—1)72

Solucion:

1ro Evaluar a la funcién cociente h(z) en z = 1 y resulta.

A(V2? — 3v/22 ~1) 4-4 1
h’mh(x):h’rnG(\/x_ 3Va? + 3z —1) 0

o1 vl (34207 — V) (x —1)2 5-51-1 0

es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién h(x) no estd bien

definida para x = 1

2do Hacemos cambio de variable de y® = 2 con y — 1:
Sea b == 1P =z =1yt =Va2 = ? = Vad

similar y?> = ¥/x = y* = V22, aplicamos el operador limite a la funcién h(y)

cuando y — 1

64(y” — 3y° +3y°> — 1)

3ro Si lim A(z) = lim

=1 e—=1 (3 + 2y3 — 5y8)(yb — 1)2
64(y*> — 1)°
lim h = i
A = I G e 9 1)
I 64
= 111
a—1 (y3 4+ 1)2(5y3 + 3)
64
— _— = 2
32
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1. Limates y continuidad de funciones reales 35

Ejemplo 1.4.8 Calcule el limite de la funcion definida por:

A= VR = Y= ¥E) - (1= ¥/7)

z—1 (1 —a)n1

Solucion:

1ro lim h(z) = lim (1=vDU =V = VD) (1 = V1) _0
r—1 z—1 (1 — 1)"*1 0

es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién h(z) no esta bien

definida para x = 1

2do Utilizamos propiedades de racionalizacion:

1-vE) = (-vap Y-t

=¥5) = 0=V = Ty

— o~ FRy 11—z
(=) = (l_ﬁ)FRz_Hé/EJr{‘/PJrW

FR, 1—a
FR, 14+ r+ Va2 + Va3 +-- 4 Van!

3ro lim h(z) = lim (1-2)(1—a2)(1-2) - (1—x)
vl mﬁl(l"‘\/;)(l‘i‘f'/i%—\s/P)(l—l—{*/E—i—\4/?-1_\4/;)...(1_35)71—1

(1-¥@) = (=)

1
(1+ V) 1+ Yo+ Va2) (1 + ¢z + Va2 + Va3) -
1

lim A(z) = lim
z—1 z—1

1-2-3-4---n

Ejemplo 1.4.9 Calcule el limite de la funcion definida por:

L Vat+d+ad—22 -6
lim
=2 3 — 22 — 162 + 28

Solucion:

1ro Evaluar a la funcién cociente h(z) en z = 2 y resulta.

, , Vrt+4+22—2r—-6 10-10 0
lim h(z) = lim = = -
T2 a—2 13— 12?2 — 16x + 20 36—-36 0
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36 1.4. Propiedades de limites de funciones reales

es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién h(z) no esté bien

definida para x = 2

2do Usamos propiedades de racionalizacion y cocientes notables.

(PTI98 22
M h(e) =l T T — (@ — 9 — 16(e = 2)

F
(V2% +4-2) R1+(x3—8)—2(x—2)
_— Fh

a2 (2% —16) — (22 — 4) — 16(z — 2)

’ (q:—2)(:c+2)FLR1+ (x—2)(2? + 22 +4) — 2(x — 2)

v—=2 (22 +4)(x —2)(x+2) — (v —2)(z+2) — 16(z — 2)

@ )er (@ 2244 -2 1/3+10
- T T (@12 —16 3220
31
36

Efectivamente utilizamos las propiedades de racionalizacion y las propiedades de co-
cientes notables, por ello es importante saber aplicar las propiedades de limites de

funciones reales definidos en su dominio, de modo que la funcién real cuando x — 2,
31

la funcién hA(z) tiende al valor numérico real —, esto es,lim h(z) = —.
36 T2 33

Ejemplo 1.4.10 Calcule el limite de la funcion definida por:

y V222 + 4w — /b2 + T+ VTe +2 -3
1m
22 V/bx —2+ /152 +2 —4

Solucion:
Efectivamente utilizamos las propiedades de racionalizacion y las propiedades de co-
cientes notables, por ello es importante saber aplicar las propiedades de limites de

funciones reales definidos en su dominio.

1ro Evaluar a la funcién cociente h(z) en x = 2 y resulta.

) . V22 44y — B2+ T+ VT +2-3 6-6 0
lim h(x) = lim = = —
72 72 bz —2+/Tha+2—4 1—4 0

es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién h(z) no esta bien

definida para x = 2
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1. Limates y continuidad de funciones reales 37

2do Usamos propiedades de racionalizacion de expresiones algebraicas.

i he) =l V2T AT —2) - (V52 AT —8) + (VTz+2 - 4)
z—2 o T—2 ( 3/533 _ 9 _ 2) + ( 5/1—51: T2 2)
FR,

(VBT 27 — VI6)Efs — (V5 47— V) o
= lim 2

+ (V7z +2 — /16)

FR;
F R

72 (V51 —2 — V/B) 4t + (V152 +2 — V/32) 442

1
222 + 4 — 16)—— — (5x? — 20
- lim(:c+x )FRl (5x >FR2
o r—2 1 1
1 150 —
(5x 0>FR4 + (15z — 30) PR

+ (T2 — 14)FR
3

1

(22 +8)(z —2) PR

—5(z —2)(z+2)

+7(z — 2)

FR,
5(x —2)

FRy
+ 15(x — 2)

= lim
r—2

1
FRy FR;

1
7
o R, R, TR
= 11m
e 5t 15
FR, F Ry
1 1 1
(12)(3—2) - (20)(5) 7(§) _10/8-20/27 _ 110
I I 5/12—3/16 99
)4 15(—
S(3g) + 15(gp)

(22 4+ 8)

—5(x +2)

Ejemplo 1.4.11 Calcule el limite de la funcion definida por:

Vil —ar+1— 22 —a2+16—3
lim . S
e T2+ a?+Vait+r4a—4

3 — 2a’x + az?
22 + 2ax

si se sabe que f(x) = y verifica lin% f(x)=2a—-5
z—

Solucion:

» _ 1—2d°+a
1ro Evaluar a la funcién cociente f(x) en z = 1 y resulta f(1) = “oarl
a
1

20 — 5 = 6a®> — 9a — 6 = 0. EntoncesazQ,az—i

i a2 =224+ 1+vVa2—-4+16—-3 3-3 0
lim f(x) = lim — - = = —
z—2 =2 T2+ A4+ Vat+ar+2—4 -4 0
es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién f(x) no esta bien

definida para x = 2
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38 1.4. Propiedades de limites de funciones reales

2do Usamos propiedades de racionalizaciéon de expresiones algebraicas.

F F
(Va2 =2z +1— 1)Fg1 + (Va2 —4+16— z)ng
lim f(z) = lm FR31 2

r—2 r—2 ( 5/—71‘2 T 71— 2)

+ (Va2 o +2-2)58

FRs
x2—2x+m2—4 T +:v—|—2
= lm f@) =l o P PR g, PR PR 9
T—2 x—>27x2—28+1’2+$—6 z—>27($+2)+x+3 92
FR3 FR4 FR?, FR4

Ejemplo 1.4.12 Calcule el limite de la funcion definida por:
13z + 3+ v/ba? — 4 — 3a°
im
el /322 4+ 5+ Va2 +8x—5

Solucion:

1ro Evaluar a la funcién cociente f(x) en z =1y resulta

£(1) = V13z + 3+ Vba? —4 -3z 3-3
V3x2 45+ Va2 48 -5  5—5

es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién f

- Ol o

x) no esta bien

definida para x = 1

2do Usamos propiedades de racionalizaciéon de expresiones algebraicas.

F F
(V132 +3 - 2) i (Vb2 —4—1) 1ty
FRl FR2

—3(23—1)
Iim f(z) = lim

z—1 rz—1 FR
- ” (e/m_z)miﬂm_g)gg
1
(132 — 13) 55 + (52 — 5) == — 3(z — 1)(a? + = + 1)
" ! FR,
=M
z 2 _ 2 —
(3x 3)FR3+(:E + 8x 9)FR4
1 2
o 13(:76—1)F—Rl+5(x+1)(:£—1)FR2—3(:v—1)(:n +z+1)
rz—1

3z —1)(x+1)

+(z—1)(x+9)

FR; FRy
3ro Simplificando los términos comunes (x — 1) del numerador y denominador.

13(55) +5(z + 1) (F) — 3(2% + .+ 1)

lim f(z) = lim

r—1 r—1
5 — 3(m+1)(F+33)+(x+9)(FR4)
13 10
_mtE 633
- E E j;g%f(m>__ﬁ
12 6
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1. Limates y continuidad de funciones reales 39

Ejemplo 1.4.13 Calcule el limite de la funcion definida por:

p Vo2 4+ 34+ 14+ V32 +x+2—22+1
11m
T2 5 — 3zt +6x+4

Solucion:

1ro Evaluar a la funcién cociente f(x) en z =1y resulta

_\3/5x2—|—3x+1+\/3x2+x—|—2—:v3+1_ 8 -8 0

2 = =
/@) x5 — 3zt + 6z + 4 48 —-48 0

es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién f(z) no estd bien

definida para x = 2

2do Usamos propiedades de racionalizacion de expresiones algebraicas.

(V52 + 3z +1 = 3) i + (V322 + o + 2 — 4) 172 — (a® - 8)
(2% —32) — 3(a* — 16) + 6(x — 2)

flz) =
(52 + 31 — 26) g + (32” + & — 14) g — (x — 2)(2” + 22 + 4)
(x — 2)(x* + 223 + 422 + 8x + 16) — 3(z — 2)(a3 + 222 + 42 + 8) + 6(x — 2)

(x = 2)(52 + 13) 5 + (2 = 2)(3 + T) g5 — (¢ — 2) (2% + 22 + 4)
(x — 2)(x* + 223 + 422 + 8x + 16) — 3(z — 2)(a? + 222 + 4o + 8) + 6(x — 2)

3ro Aplicar el operador limite a la funcién f(z)cuando x — 2, ademds eliminar
términos comunes del numerador y denominador.

(57 +13) g5 + (32 + T) g — (2% + 22 + 4)

Ii = 1
My A(@) = T 0 T 4a? + 8 4 16) — 3 + 227 + 47 + 8) 7 6
23 13
R ]
27 3
80 — 3(32) + 6
— 0.952

Ejemplo 1.4.14 Calcule el limite de la funcion definida por:
it V13x + 3+ v/Azx — 5 + (2? — 2)
im
z—1 V3x24+5+a%—3

Solucion:

1ro Evaluar a la funcién cociente f(x) en z = 1 y resulta:
(1) = VI3+3+v-1+1-2 3-3 0
V3+5+1-3 3—-3 0

es una cantidad indeterminada, esto significa que la funcién f(x) no esta bien

definida para x = 1
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40 1.4. Propiedades de limites de funciones reales

2do Usamos propiedades de racionalizaciéon de expresiones algebraicas.

lim f(z) = h’m(V413x+3_2)+(\/5433—5+1)+(x2—1)
z—1 z—1 (m—2)+($3—1)

(132 — 3) + (e —4) gy + (= D(z+1)

FR,
(322 —3)

= lim
x—1

TR, +(x—1)(a®+z+1)

3ro Aplicar el operador limite a la funcién f(z)cuando z — 1, ademéds eliminar

términos comunes del numerador y denominador.

13 +4

FR, FRy
3(x+1) + (22 +z+1)

+ (z+1)

/)=y

FRs

FRy = (V/(13z +3)3+ /(132 +3)2% 16 + v/ (132 + 3) % 162 + /(16)3),—; = 32

FRy = (/(4x —5)4 = 3/(4x =53+ /(42 —5)2 — /(42 —5) + 1)y = 5

FRs = (/(322 +5)2+ /(322 +5) * 8 + /(82))pey = 12

lim f(z) = lim 325 092
z—1

1.4.1. Ejercicios propuestos

Halle los limites finitos de las funciones reales f(z) definidas en su dominio res-
pectivo en x.

1. 1im f(z) = 1i 1025 — 112* — 223 + 1422 — 162 +5 6
. lim f(z) = lim —
1 z—1 328 — a5 —bx+3 7
) T — 2t B 4327+ 3 19
2. lin /(=) = liny 327 — 2751 — 1 REEE

) . oa% — 223 + 522 + 32 + 2 13

5 mll>rr_12f(x) B m11>H—12 =22+ 32 -2 7
4v/ 3 — 323 — 4y 1
4. lim f(z) = lim v+ 3w =3 Ve =——
z—1 e=1 6z + 3vad — 3va? —br — 1 20

, , 6v 22 4+ /323 + 1 — 2¢/4x + 5 — 222 22
5. lim f(x) = lim — = —
z—1 =1 3/222 + 6 + V422 —5x + 10 — 3422 + 52 + 7+ 322 135
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vr—1—xz++Vz2-3 32
6. lim f(x) = lim — = —
T—2 =2 /4y —\/3x +10+22 -2 95

V2 — 144322 — 1 — 2z — 1 — 4a? 187

7.1 _
lim f(z) = lim ——— — 5927 — 1+ 27 — 1 + 312 125
S, T f(z) = \5/x2+7x+2+{75a?+1—\/x—2—x 567
. lim —_22f
z—3 x—>3 V2r—5+4++v3r—-8—x+1 200
9 hmf() \5/7x+4—10\4/3x+4+x2+2_§
' o V2 + 42 —3—6 10
, Y 527 + 152% 4+ 1825 + 92* + 2% 4+ 922 + 162 + 7
10. rlgillf(m)_wli 1327 4+ a8 — 1225 — 7ot + 923 — 322 — 162 — 7 =10

, ot =22t + 322 - 62 +3 3
1. 3151_>H% flz) = il—% 207 — 325 — 222 T8

\3/6—3x+2:v2—\/x2—4x+8+a:2—4_ 25

12. lim f(x) = lim

T2 72 Va3 + 2x — 4 + 3z — 22 13
13, 1im f(z) = i x® — 4zt — 2523 + 1712% — 3242 + 189 17
. lim f(z) = lim = ——
z—3 z—3 18 — 1425 + Tlat — 14723 + 5422 + 1892 — 162 25
xt + 923 + 1722 — 8x — 28 13
14. I I = ——
A, F) = T 17 822 y 20w 12420
2% — 525 + 112* — 2923 + 702% — 76z + 24 29
15. lim f(x) = lim = —
T2 =2 208 — 1025 + 122% + 1323 — 4622 + 60z — 49 19
16 I a7 4+ 2720 4+ 882° 4 1432* + 16822 + 5422 — 351x — 324 297
. lim = —
z——3 226 + 2525 + 11124 4+ 19623 + 9022 + 27x + 189 34
m 228 + 82° 4 7 + 1923 + 10622 4 164z + 72 37
17. lim f(z) =
T2 sH o 326 + 1825 + 412 + 6123 + 10222 + 1242 + 56 27

Voa? —4— /322 +2r+3+22° -1 31

18. lim f(x) = lim

r—1 rz—1 .1723 — 21‘17 + 35[’9 — =2 N E
4v/2x2 — 5v/8x — 2> + 16 19
19. lim f(x) = lim - =——
T2 2=2 73 — 4\/2x — 5v/222 + 10 20
4 3 1—-2v4 5 2
20. lim f(z) = Vot Ve s ==
a—1 w—>1 3vV2x2 + 6+ VAx2 —bx + 10 — 3422 + 52+ 7+ 323 15
6 5 4 3 2
- -~ - 3
21. lfm f(z) = lfm r=x’+xr —x+r—x _ 3
z—1 e—1 307 + 428 — Tad + 524 — 223 -2z —1 20
L™ — 325 — 2?3 4 322 35
22. lim = ——
z—1 2727 4 12 — 323 19
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42 1.5. Limaites laterales de funciones reales

V32 —8 —avr+6+2>—2

23. glcl_)n% P S = 10.32
1 —+/2 22
o4 lim VT + 3z + V247

sz + Az +5— 3z +13 19

o5 lim Vo +8-3va? —r+4d+4@+1)* 5
250 23 — 2z 12

1.5. Limites laterales de funciones reales

Para la existencia de limite de una funcién real en un punto de acumulacion,
implica que los valores de los limite laterales para la aproximacién por la izquierda
y aproximacion por la derecha deben ser iguales mlgg f(z) = L, es decir, depende

0
del comportamiento de la funcién f(z) cuando z tiende al valor muy cercano z,
tanto para todo los valores de & < z( esto es, aproximacion por la izquierda de zy y
para todo los valores de x > zy aproximacion por la derecha de xy. Presentamos la
siguiente figura, para la interpretacién de aproximaciones.

lim f(x) =L = lim, f(z) & existe lim f(z) denominado limite lateral de modo
Ty T} T—=T0

que los limites laterales son iguales para la aproximacion por la izquierda y derecha

de x hacia ¢, caso contrario el limite lateral no existe, [7], [13], [10].

XX, Xy X, <X X

Figura 1.20: Limites laterales de la funcién f(z) en xg

Definicién 1.7 (Limite lateral por la izquierda) Dada la funcion real f(x) de-

finida en el intervalo (c, xo). El limite de la funcion real f(x) cuando x se aprozima a
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1. Limates y continuidad de funciones reales 43

o por la izquierda, es el numero Ly , es decir, expresada matematicamente de forma
rigurosa y formal.

lim f(z) = Ly < Para todo € > 0, existe algin § > 0 tal que xg — 0 < x < xo en el

(E—XEO

dominio de la funcion f(x) y se cumple |f(z) — f(xo)| < &,[7], [8].

Vi

L

1 ——

|

|

|

|

=
IS — -

1

[ Y e —

0 X

=
\
=

Figura 1.21: Limite lateral de la funcién f(x) por la izquierda

Definicién 1.8 (Limite lateral por la derecha) Dada la funcion real f(x) defi-
nida en el intervalo (xo,d). El limite de la funcion real f(z) cuando x se aproxima a
xo por la derecha, es el numero Lo , es decir, expresada matemdticamente de forma
rigurosa y formal.

ll'm+ f(z) = Ly & Para todo € > 0, eziste algin 6 > 0 tal que o < x < x9+ 0 en el

{L‘*)IEO

dominio de la funcion f(z) y se cumple |f(z) — f(xo)| <e, [7], [8].

Vi

Xy <X d X

Figura 1.22: Limite lateral de la funcién f(x) por la derecha

Observacién:
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1. Si x — =z, significa que x tiende a z( desde el lado negativo,esto implica z

toma valores estrictamente menores que xg, esto es z < xg.

2. Siz — z§ , significa que z tiende a zy desde el lado positivo, esto implica x

toma valores estrictamente mayores que xg, esto es x > x;.

3. Para que exista el lim f(z) = L debe cumplir la condicién, los limites laterales
Tr—x0

por la derecha, tanto por la izquierda deber ser iguales para r — x( es decir:

lim f(z) =L< lim f(zr)= lim f(z) existe
T—T— TT o+

T—rT0

4. No existe el limite de lim f(x) en los siguientes casos:
Tr—xQ

a) Cuando el limite de la funcién f(z) en © — xy esto es, lim f(z) #
T—=T)

lim f(x) < lim f(z) no existe o limites son valores distintos.
a:—ma' =0

b) Cuando uno de los limites laterales no existe: lim f(z) & lim f(z) =
T—T0 T—x—

Ly, lim f(x) = £o00 no existe o limites son valores distintos o viceversa.
T+

Si lim f(z) no existe en los siguientes casos:
Tr—TQ

= Cuando no existen uno de los limites laterales ¢
= Cuando los limites laterales existen y sean diferentes, esto implica, los
limites laterales son diferentes o no existen para esta aproximacion

tanto por la derecha y izquierda.

Ejemplo 1.5.1 Calcule el limite si existe lim f(x) definida por la siguiente funcion
T—T2

32245 x <2
f@y={ "
z?+3r+3 x>2

por tramos:

Solucion:

Aplicamos la definicién de limites laterales para f(z) cuando x — 2
Silim f(z) = L < lim f(z) = lim f(z).
T—2 z—2+ T2~

1. lim f(x) = lim (32% +5) = 17.

T—2~ r—2~
2. 1f = 1f 3431+ 3)=17.
g S0 = i s+ 3)

3. De los resultados 1) y 2) establecemos que los limites laterales de f(x) existen
para valores muy cercanos a x = 2 por la derecha y izquierda, esto es:
lin f () = 17
Calculo Iy 11
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4. Representacion grafica de la funcién por tramos.

Existe limite de funciones por tramos en x=2

60 lim 5 fx)=lim,__, ,f(x)=17

Figura 1.23: Limites laterales son iguales de f(2) = 17

Ejemplo 1.5.2 Halle si existe el limite h/rr% f(z) donde la funcion por tramos se
T—
define:

2?24+3 <2

fle) = 20 +3 x> 2

Solucion:
Condicién del criterio de limites laterales, esto es:

Si existe lim f(z) = L < lim f(zx) = lim f(z) =L
z—1 r—2~

z—2+

Veamos si < 2 entonces x — 27; lim f(z) = lim (2> +3) =7
T2~ T2~

Veamos si > 2 entonces z — 27; lim f(z) = lim (22 4+3) =7
z—2+ z—2+

Claramente se observa los limites laterales de f(x) en z = 2 son iguales, esto es:
. _ i _ T _ ste,
mlgglﬁ f(x) lim flx)=7= lim f(z) =7 existe

Representacion grafica de la funcién por tramos:
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X

Figura 1.24: Limites laterales son iguales de f(2) =7

Ejemplo 1.5.3 Calcule el limite si existe h’rq f(z) definida mediante la funcion:
z—

Solucién:
Aplicamos la definicién de limites laterales para f(x) cuando x se aproxima a 1 por

la izquierda y derecha

r 1
STy ()Rt (1 VR VE V) 6
1. Si, lim = lim — - - -
e=1- 5(1 — Yx)  as1- 10(1 — /7)1 + ¥z + Va2 + V) 5

(1= Vo) (1 + Vo + Va2 + Vad + Vat) FRy
L= @)1+ Jx + Va?) FR,

(
(1 —2)(1+ ¢z + Va?) 3
(

= lim

M fle) = et (1= ) (14 Y7+ Va2 + Vas + Vat) b

3. De 1) y 2) resultan los limites laterales para f(z) no son iguales en x muy

cercanos a 1 por la derecha e izquierda y esto es: h'rr% f(z) no existe.
T—r
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Ejemplo 1.5.4 Halle los valores de a , b de modo que el limite de la funcion existe

enx=1yx=2 para la funcion definida por tramos y grafique:

ax’+br+1 <1
flz) =< 2az —b l<z<2
r+4 T > 2

Solucion:

1. Existe el limite de la funcién f(z) para z = 1, esto es:

1f =L& i = I
lim f(z) = L & lim f(z) i f(z)
lim (az® +bx +1) = lim (2az — b)
r—1— z—1t
entonces
a—2b=1 (1.19)

2. Existe el limite de la funcién f(z) para x = 2, esto es:

lim f(x) = L1 & lim f(z) = lim f(x)
T—2 T2~ r—21
lim (2az —b) = U 4
ez —b) =l et d)
entonces
da—b=6 (1.20)
: : : : 11 2
3. Resolviendo el sistema de ecuaciones lineales (1.19) y (1.20): a = -y b= -

4. La funcién respectiva es:

(U2 2001 o<
—X - X
7 7 -
22 2
f(z) = —ro l<z<2
T+ 4 T > 2

\

5. Los limites laterales de las funciones por tramos f(z) si existenen z = 1y x = 2
estos son:
Si lim f(z) = lim f(x) = 20 entonces lim f(x) = 20 existe.
x—1- z—1t 7 z—1 7

Si lim f(z) = lim f(z) = 6 entonces lim f(z) = 6 existe.
T—2~ z—2F =2
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Representacion grafica de funciones por tramos en x =1y x = 2.

Existe limite lateral de funcién por tramos en x=1, x=2

7F lim 0= lim, ()= 6

g 4t lim__ ,-f()=lim__ +f(x)= 2.85

x->1

N b T

Figura 1.25: Limites laterales de f(z) son igualesen x =1y z =2

Ejemplo 1.5.5 Halle el limite de la funcion por tramos si existe o no, en x = —0.38,

x=0.8 yx=1.5 para la funcion definida por tramos y grafique:

(

33 4+3x2+4 —2<ax<-0.38
—3x?+4r+6 —038<2x<0.8

flx) =
(@) —6 0.8<z <15
x2/2 r>15
\
Solucién:
1. Analizamos la funcién por tramos en x = —0.38, esto es:

» Siz < —0.38entonces lim f(z)= lim (32°+ 32> +4) = 4.268584

2——0.38" 2——0.38"
= Siz>—038entonces lim f(zr)= lm (—32%+ 4z +6) = 4.0468
w——0.38+ 2——0.38+

Por tanto los limites laterales son diferentes y esto implica que no existe el

lim  f(x)

z——0.38

2. Analizamos la funcién por tramos en z = 0.8, esto es:

» Siz <0.8entonces lim f(z)= lim (=32 + 3z +6) =

r—0.8~ r—0.8~
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» Siz>038ent 1i = U —6) = —6
ix entonces lim f(x) x—i(I)I.}#( )

Por tanto los limites laterales de la funcién por tramos existen pero no son

iguales, entonces lim f(x) no existe.
z—0.8
3. Analizamos la funcién por tramos en x = 1.5, esto es:

» Siz <1.5entonces lim f(xr)= lim (—6)= —6

r—1.5~ r—1.5—
2

» Siz> 1.5 entonces lim f(z)= lim T 1195
a—1.5% 1.5t 2

Por tanto los limites laterales de la funcién por tramos existen pero no son

iguales, entonces h’r{15 f(x) no existe y la representacién geométrica.
r—1.

yA
y=-3x"+4x+6

y=3x"+3x"+4 ; ,
/j/ i y=x"1/2
1 — T~
: : : >
/ -036| 0.8 1.5 X
-6 : ;

Figura 1.26: Limite lateral f(z) existe en © = —0.38 y no existen t =0.8 y x = 1.5

1.5.1. Ejercicios propuestos

Calcular los limites finitos o limites laterales de la f(z) definidas en su dominio.

8 222 — 4248
1. Halle si existe el limite de lim z < T ; Rpta: Si existe limite
z—2 |22 —dx 4 4]

2. Halle si existe el limite de lim f(z) definida como. Rpta: Existe limite de f(x)

xr—5
enxr=2>5
r—2>5 <5
—_— T
1—+vVzx—4 -
F@) =9 22 1204 35 -
I
x? — 25
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3. Halle si existe el limite de 11'%14 f(z) definida como. Rpta: No existe el limite de
z—U.
f(z)enx =04
—22 —5x+8 <04
sw=4 0
42" +r+5 xv>04

3222 — 42+ 8
4. Diga si existe el limite lim L * Tt

2 2% — 4| : Rpta: No existe

; Rpta: No existe

202 4 |22 — 3| 42
5. Diga si existe el limite lim 2 + |22 |+
z—1 ‘x2 - 1|

6. Halle los valores de a y b, de modo que existe el limite de la funciéon f(x) en

x =1y x = 2 definida por:

ar’+br+2 <1
flx) =4 2ax—3b l<ax<?2
x+2 T > 2

7. Calcule el limite si existe lin% f(z) definida mediante:
z—

20 + 142 z <2
fay=4
3z —x2—11 x> 2

8. Calcule el limite si existe de f(x) en x =2 y & = 4 donde:

2 —2 xr<?2
flz) = T 2<z<4
8—x x>4

9. Calcule el limite si existe y halle los valores de a y b en la siguiente funcion:

( 4(x — 2)
<2
3+ x2—4x —4 v
222 —3x +1
el <
f(z) =< 2ar + 1 2sw<d
203 — 8x2 — 44
T €T bx + r> 4
2 —Te —4
\

Calculo Iy 11



1. Limates y continuidad de funciones reales 51

10. Calcule el limite si existe de la siguiente funcién f(z) en x = 5:

(2x — 10) 5
_ T
1—+vz—4
fla) = 2 —12x + 35 <5
x2 — 25 o

11. Determine los valores de a y b de modo que existen los limites laterales para la

funcién f(r) enx = -2y xz =2

(23— 222 — 4o +4
r< =2
T+ 2
f(x) = ar? — 2bx + 1 —2<xr<?
21 22
ax 3T + r>9
\ .1'—2
12. Halle si el limite de la funcién definido por tramos existe en x = —1 ademaés
z=1. A )
i << —1
T+ 2
flz) =14 22+3 —-1<x<3
4x — 3 >3

\

1.6. Limites infinitos e limites al infinito de f(z)

Analizar el comportamiento cualitativo y numérica de la funcion real, establecida
por las asintotas verticales u horizontales que resulten limites infinitos o al infinito
equivale a evaluar la funcién real en un valor muy cercano al punto limite sea finita
o muy grande. Pero en muchos casos al hacer estas operaciones con limites existen
expresiones indeterminadas, en estos casos utilizamos conceptos de racionalizacién,
factorizacion, sustitucion especial con la finalidad de salvar la cantidad indeterminada
de funciones cocientes, potencia en una base numérica etc. El simbolo oo se lee infinito
es de caracter posicional y no representa ningiin nimero real, si la variable x crece
infinitamente para los valores reales positivas y se escribe x — +o00 y se decrece
infinitamente a valores reales negativamente y se escribe z — —o0
Si f(x) crece infinitamente cuando © — z y se escribe f(z) — 400

Si f(z) decrece infinitamente cuando x — ¢ y se escribe f(z) — —o0
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Ejemplo 1.6.1 Analizar el comportamiento de la funcién real f(x) utilizando con-
22+ 37 +5
22+ —6
muy cercanos a —3, y para valores muy cercanos a 2

ceptos de limites infinito definida mediante f(z) = para los valores de x

Solucion:
1ro Analizamos en x = —3 limites laterales por izquierda y por derecha.
22+ 3x+5
1i = 1 =
A ) = ey
2> +3x+5
Ii = I = —
A ) = e ey T

2do Analizamos en x = 2 limites laterales por izquierda y derecha.

22 4+3r+5
1 = Ii = —
Jm @) = i ey

22 +3x+5
i = i =
A de) = ey =

3ro Representacién grafica:

limites infinitos de f(x)=(x 2+3*x+5)/(x? + X - 6)
+inf A

2t lim f(x)=1

x-> inf

-inf -inf
L L

Figura 1.27: Limites infinitos
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Cuando z se aproxima a —3 por la izquierda la funcién f(z) crece infinitamente a
+00 y cuando x se aproxima a —3 por la derecha la funcién f(x) decrece infinitamente
a —oo; asi mismo cuando x se aproxima a 2 por la izquierda la funcién f(x) decrece
infinitamente a —oo y cuando x se aproxima a 2 por la derecha la funcién f(x) decrece

infinitamente a +o0.

Definicién 1.9 (Limites infinitos) Sea f(x) una funcion definida en una vecindad
abierta de cierto xg, excepto en xo y radio 6 > 0. Se dice que una funcion f(x) crece
infinitamente, cuando x se aproxima a xo y se expresa mediante: lim f(z) = +o0,
esto es, lim f(z) = 400 < dado un N > 0 existe § > 0 tal que 8_><IOHI — x| <6
entoncesx]_‘:(wsg) > N, [15], [10] .

Se dice que una funcion f(x) decrece infinitamente cuando x se aproxima a xo y se
expresa mediante: lim f(z) = —oo, esto es, mlirgjlo f(z) = —00 & dado un N < 0

T—rT0

existe 6 > 0 tal que 0 < |v — x| < § entonces f(x) < N, [13], [10].

Ejemplo 1.6.2 Analice el comportamiento de la funcion f(x) para valores muy cer-
canos a x = 2 por la derecha y aproximacion por la izquierda de limite infinito defi-

nida:

lim f(z) = lim

x—2 r—2 2 — X

Solucion:

. . . : 2
1ro Al realizar la evaluacién de la funcion en = = 2, se obtiene un resultado 0’ es

una cantidad indeterminada y esto — = oo a continuacion hallemos sus limites

laterales.

2do Siz se aproxima por la izquierda a 2, entonces el limite infinito de la funcién f(x)
2 +2

resulta: lim = —
=27 4 — X 0+

para algin z < 2 , sea x = 1.5 entonces resulta 2 — 1.5 = 0.5 es positiva y

= +00, porque 0T ?, para esto evaluar el denominador

sea * = —1 resulta el denominador 2 — (—1) = 3 es positivo, por tanto el

denominador siempre sera positiva para cualquier valor x < 2.

3ro Si x se aproxima por la derecha hacia 2, entonces el limite infinito resulta:

2 2
lim = —o0, porque 0~ 7, para esto evaluar el denominador para
e—2+t2—2x 0~
algin x > 2, sea x = 2.5 entonces resulta 2 — 2.5 = —0.5 es un valor negativo
y sea x = 3 resulta el denominador 2 — (3) = —1 es negativo, por tanto el
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denominador siempre sera negativa para cualquier valor x > 2.
, 2 +2
lim = —

g = —0
=2t 2 — 1 0-

2 2
4to Si x — 2 el limite lateral resulta, lim = +— = 00

a2 92— 0

5to Representacion gréfica:

leltes infinitos de f(x)= 2/(x 2)

A lim sio* +Hf(x)= + |nf

0.6
0.4

0.2

f(x)

x=2

f(x)= - inf

x>2

L L L
-30 -20 -10 0 10 20 30

Figura 1.28: Limites infinitos

Ejemplo 1.6.3 Analice el comportamiento de la funcion segun conceptos de limites

infinitos definida por:

ot — a3 422+ 5 — 7

lim

a—1  3xd3 —4a? —x 42
Solucién: Descomponer en factores primos los polinomios numerador y denominador
por el método de Ruffini, y esto es:

ot — 23 +22° + 52 — 7= (x — 1)(2® + 22 + 7) polinomio numerador.
323 —42? —x + 2 = (v — 1)(32® — 2 — 2) polinomio denominador.
Reemplazado los factores primos se tiene:

4 .3 22 _
lim f(z) = T x° 422 +dx — 7

z—1 z=1 3x3 —4x? —x +2
_ lim )(2®+2z+7)
z—1 1)(323 —x — 2)

(r —
(z —
3
_ lim (x> +2x+7)
v—1 (322 —x — 2)
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1. Si x > 1 entonces x — 17 resulta:

(23 4+ 22+ 7) 10

li = i =

Jm @) = i e ) T 33
10 10

1/ == _— =

Jm J@) = 5T e~

2. Siz < 1 entonces x — 1~ resulta:

(B +22+7) 10

I = 1 =

Jm ) = i ) T3 3
10 10

l/ p— — T e— T —

Jim f(z) 3-3 0o °

Cuando x se aproxima por la derecha a 1 la funcién crece infinitamente, mientras
cuando x se acerca por la izquierda a 1, la funcién decrece infinitamente, esto es:
lim f(z) = +o0.
z—1
Cuando x se aproxima por la izquierda a —0.66 la funcién crece infinitamente, mien-
tras cuando x se acerca por la izquierda a —0.66, la funcién decrece infinitamente,
esto es: lim f(z) = +oo.

2——0.66

Representacion grafico de la funcién definida.

S QS

=y

x—=>111"«x
|/\|
—o0

Figura 1.29: Limites infinitos

Ejemplo 1.6.4 Analizar el comportamiento de la funcion bajo conceptos de limites
infinitos:

o2 =224 4322 — T + 2

lim

z—2  3x3 — 1122+ 8r + 4
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Solucion: Descomponer en factores primos los polinomios denominador y denomi-
nador por el método de Ruffini.

25 — 221 + 322 — 7w + 2 = (v — 2)(2* + 3z — 1) polinomio numerador.

323 — 112% + 8z + 4 = (x — 2)(32* — 5z — 2) polinomio denominador.
Reemplazando estos factores y simplificando términos iguales, uso del operador limites

infinitos resulta:

) L w0 =20t 4322 — T 42
lim f(z) = lim
22 =2 313 — 112?24+ 8x + 4
_ lim (x —2)(z* + 3z — 1)
=2 (r — 2)(32% — br — 2)

ot 43r -1
= lim—————
z—>231‘2—5$—2

'+ 3z —1 21 21
1. Si 2 ent it = I = o0
ix > 2 entonces et f(z) et 32 —br—2 12—-12 0~ >~
2. Si 2 ent 1f = i = “o0
Si # < 2 entonces Jm f(x) 322 _B5r—2 12-12 0O OO

Cuando x se aproxima por la derecha y izquierda hacia 2, la funcién decrece infinita-
mente esto es.

lim f(z) = lim f(z) = — = -

T—2~ r—21 0

Representacion grafica de la funcién:

Figura 1.30: Limites infinitos

Calculo Iy 11




1. Limates y continuidad de funciones reales 57

Definicién 1.10 (Limites al infinito) Sea = tan grande como se quiera positivo o
negativo y veamos el valor numérico de la funcion f(x). Dada la funcion real definida
en un intervalo abierto (a,00) entonces lim f(x) = L, significa que la funcion f(z)
se aprozima a L cuando v — oo, esto esi:??/";, [13]:

Si xgriloof(:v) =L < dado un e > 0 existe N >0 /x > N entonces |f(z) — L| < e.

Sea limite de la funcion f(x) cuando decrece sin limite es el nimero L y denotaremos

Si lim f(z) =L < dado un e >0 existe N <0 /x < N entonces |f(z) — L| < e.

T—r—00

Ejemplo 1.6.5 La poblacion inicial de una colmena es de 5000 abejas. Si el técnico
avicola establece el modelo matemdtico de crecimiento de la poblacién dado por P(t) =

5000t% + 4250t + 5000 abejas.
1. Cuadl serd la poblacion de abejas al cabo de 5 anos
2. Clal serd la poblacion de abejas inicialmente , esto es, t =0

3. Halle razon de cambio instantinea de la poblacion de abejas con respecto al

tiempo arbitrario

4. Halle razon de cambio instantanea de la poblacion de abejas al cabo de t = 5

anos
Solucion:

1. Sea la poblacion inicial de abejas en t = 0 entonces P(0) = 11n&(5000t2 +4250t +
—
5000) = 5000 abejas.

2. La poblacién de abejas al cabo de t = 5 afnos entonces P(5) = 11’ng(5000t2 +
—
4250t 4+ 5000) = 151250 abejas.

3. Para determinar razon de cambio de la poblacion de abejas en tiempo arbitrarios

es:
t+h)— t
Vi) = fim LR 2V
h—0 h
_ i 5000(t + h)2 + 4250(t + h) + 5000 — 50002 — 4250t — 5000
— h
~10000th + 4250~
= lim
h—0 h

= 10000t 4 4250 abejas/ano
Calculo I y 11
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4. Cantidad de abejas que aumenta al cabo de t = 5 anos es:

V’(5) = (10000t + 4250)|5; = 54250 abejas/ano.

3 2
Ejemplo 1.6.6 Calcule al infinito de la funcion definida por f(x) = I_:—7 , cuando
x
x crece infinitamente o decrece infinitamente.
Solucién:
3r + 2
1i =1

Factorizamos la variable x de la funciéon numerador y denominador,ademéas por pro-

piedad de limites al infinito y tenemos lim — = 0.
T—00 I

Si x — 400 entonces

1
3 42—
, . ; T T
T T
6+ 2—
= lim f =3
xr—r—+00 1 + 7_
T
6 2
Si  — —ocentonces lim f(z) = lim e 3
T——00 r——oc0 I + 7

Por consiguiente la funcién f(z) se aproxima tan cerca a 3 cuando x crece o decrece

infinitamente.
< [ ., 3r + 2
Representacién grafica de la funcion f(z) = 7 cuando x — 400
x
y A
lim /(x)=3 lim £(x)=3
— 3 F——
—00 &— X X —> +00 x’

Figura 1.31: Limites al infinito de f(x)
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223 2_92x -3
Ejemplo 1.6.7 Calcule el limite al infinito de lim f(x) = lim v v
T—00 T—00 x3 +x+2

Solucion:

1ro Factorizar la variable x de exponente mayor al numerador y denominador, sa-
bemos por una de las propiedades de limites al infinito lim — = 0 para todo
T—00 I
n € Z*, utilizando propiedades de limites al infinito resulta:

322 2¢ 3

X
2=+ 55—
, B , 1}3 56'3 .T3 SU3
A
P R
1 2 3
2455
= lfm —& 2 &
I+5+—
1 2 3
2+ -5
2do lim f(z) = lim L - L =9
T——00 T——00 ]. 2
1+—2+—3
s xXr

. ) . 203 + 22 — 22— 3
3ro Presentamos la representacién grafica de la funcién f(z) =
34+ x+2

cuando x crece y decrece infinitamente.

Limites al infinito de f(x)=-(- 2*x 3 - x2 + 2*x + 3)/(x° + x + 2)

21

205

IimX»> + inff(x): 2

lim

f(x)= 2

X-> - inf

L L L I L L I L
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100

Figura 1.32: Limites al infinitos
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b —3x—9
V1024 + 322+ 5

Ejemplo 1.6.8 Analice el comportamiento de la funcion f(x)

bajo el concepto de limites al infinito, cuando x — oo.

Solucion:

Factorizar variable 22 de mayor exponente del numerador y denominador, esto es:

522 —3x —9

lim f(z) = lim
=00 f@) v—=00 /1024 + 322 + 5
1 1
2?(5 —3— — 9—)
= lim L L
T—00 A 1 1
1
CRELE e
= lim L
T—00 1
\/(10 + 3; + 5;)
Ademds sabemos por propiedad de limites al infinito lim — =00 lim — =0
T—00 T T—00 I
1 1
(5-3--9—) 10
lfm f(z) = lfm r a2 _
\/(10 -+ 3; + 5;)
Representacion gréfica de la funcién es:
VA
N
L
X > —0 X —>+00 X

Figura 1.33: Limites al infinitos

Teorema 1.6.1 (Propiedades de limites al infinito) Sea una f(x) que crece o

decrece infinitamente o es finito cuando x — 400 0o x — —oo después de haber
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agotado todas las operaciones necesarias para levantar la indeterminacion de valores
numéricos, si aun persiste el denominador resulte cero, entonces el limite es infinito
de la funcion. Entonces la funcion puede tomar valores +00 ¢ —oo tenga presente
lo siguiente: Si consideramos las condiciones de limites de funciones reales, definidas
por ilgi flx)y=cy glﬁlir(ll g(x) =0 donde a y # 0 y son nimeros reales y presentamos

la siguientes propiedades, [10]:
L f@) fo) _ e

—= 1, = — =
z—at g(x) :z:i)rtlzl+ +g(l’) 0+ +oo

1.

9 tm 1% - - _x
z—at g(.fl?) z—at —g(l') 0

~—

—

flx) _ —c

(@) _ -l %

3.l
o ilf) r—a~ +g(.’ﬂ) O+

Tr—ra~

Q
—~

im @: im f() S
4‘ xL\a— g(af;) :plﬁa— —g(l') 0~ oo

Ejemplo 1.6.9 Analizar el grdafico de la funcion utilizando definicion de limites in-
finitos para valores tan cercanos a x = 2 por la derecha como por la izquierda los

valores de f(z) = 3/(x — 2)%. Halle los limites laterales de f(x).

Solucion:

lim L: lim L:—i-oo

=2t (x—2)2  a—2- (x— 2)?
La funcién f(z) crece infinitamente cuando x se acerca o aproxima al valor numérico
xr = 2 por la derecha y tanto por la izquierda, observamos claramente la funcion
real f(x) crece infinitamente, por ello presentamos la representacién geométrica para
analizar el comportamiento cualitativo de la funcién f(z) bajo el operador limite
cuando x — 2, utilizando propiedades de limites infinitos, esto es:

lim 3

T—2 (x — 2)2 = too

presentamos la grafica de la funcién real establecida.

Calculo I y 11




62 1.6. Limites infinitos e limites al infinito de f(x)

limites infinitos de f(x)=3/(x-2)2 en x=2

77 lim

f(x)= + inf lim __o+f(x)= + inf

x->2"

Figura 1.34: Limites infinitos

Ejemplo 1.6.10 Analizar el grdfico de la funcion utilizando definicion de limites
infinitos para valores tan cercanos a x = 2 por la derecha como por la izquierda los
valores de f(x) = (2 — 22* + 32® — Tz + 2)/(32® — 112? + 8z + 4). Halle los limite
al infinito de f(x).

Solucién: Si x < 2 entonces x — 27, la funcién decrece infinitamente esto es:

; L ox® =22t + 32% — T+ 2
lim f(x) = lim
T2~ e—2- (323 — 1122 + 8x + 4)
— lm (r —2)(a* 4+ 3z — 1)
z—2- (z — 2)(32% — br — 2)

entonces resulta:

, 2t +3r—1
= lim ———

z—2- 312 — Hhx — 2 -

Si x > 2 entonces v — 271, la funcién crece infinitamente esto es:

(. —2)(z* + 32— 1)

zligh flx) = Jﬂ%ﬁ (r—2)(32% — 52— 2) entonces resulta:

z—2+ 322 — bx — 2

La representacién grafica de la funcién real,se observa claramente la funcién real f(x)
crece infinitamente, para las aproximaciones por la derecha y izquierda de la variable

x — 2, este resultado mediante propiedades de limites infinitos.
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Limites infinitos de f(x)=(x Soonx* 4+ 32 T+ 2)/(3*x3 - 11%x% + 8*x + 4)
as | T T T T T

Iimx_>2+f(x): +inf

30

251

20

151

101

f(x)

-10

-5

Iimx_>2-fl(x)= -inf |

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 1.35: Limites infinitos

Ejemplo 1.6.11 Analizar el grdfico de la funcion utilizando definicion de limites al

infinito para valores muy grandes de x por la derecha como por la izquierda los valores
de f(x) = (2022 — 3z — 9)/+/(102* + 322 + 10) . Halle el limite al infinito de f(z).

Solucion:

1ro La funcién del denominador despejamos la variable de maximo exponente z* y

denominador x? resulta:

(22)(20 — 3/x — 9/2?)

lim r) = im
x4)+00f( ) T—+00 (:L‘Z)\/10+3/:E2—|—10/$4
i Je) = 2/10

2do La funcién del denominador despejamos la variable de maximo exponente 24 y

denominador x? resulta:

(2)(20 — 3/x — 9/2?)

S fle) =l (22)y/10 + 3/22 + 10/2°
Er_n flz) = 2V10

Por consiguiente la funcién f(x) se aproxima a una cantidad finita numéricamente,

cuando crece o decrece infinitamente la variable.
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1
& — 00, esto implica, por propiedades de limites al infinito lim — =0, lim — =0,
1 r—00 I T—00 I
lim — =0, esto es: lim f(x) = f(+o00) entonces lim f(z) = 2V10
T—00 I T—00 T—00

Representacion gréfica:

Limites al infinito de f(x)=-(- 20*x 2 + 3*x + 9)/(10*x* + 3*x? + 10)(1/2)
T T T T

6.4 -,///_\ \
6.3 lim, __  f(x)=6.32
62| lim, o, inff(0= 6.32]
6.1
=
= 6r
59
58
571
5.6 ! ! !
-30 -20 -10 0 20 30

Figura 1.36: Limites al infinitos

Definicién 1.11 (Limites infinitos al infinito) Se dice que una funcion f(x) cre-
ce infinitamente cuando r — +00. es decir:
g:ggloo f(z) = 4o00: si < para cada M nimero positivo existe un nimero positivo N
tal que f(x) > M siempre que x > N, [7], [8].
Se dice que una funcion f(x) decrece infinitamente cuando v — —oo. es decir:
lim f(z) = —o0: si < para cada P nimero negativo existe un nimero negativo Q
ia_)l_(;zje f(z) < P siempre que x < Q, [7], [8].
Observacién: Los limites de la funcién real f(z) cuando x — 400 y cuando
r — —o00, son en cierto modo , limites laterales (el primero por la izquierda y el
segundo por la derecha). Este resultado es valido si la funcién real definido sobre un
dominio o recta real f: A C R — R si f(x) es mondtona y acotada , entonces existe
lim f(z) si el dominio A no estd acotada superiormente y existe xgmoo f(x) si el

Tr—+00
dominio A no estd acotada inferiormente.
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VA

X—>+0

lim f(x)=

+00

lim £(x) = o0

X——00

X—>+0 X

Figura 1.37: Limites infinitos al infinitos

Ejemplo 1.6.12 Halle el limite al infinito de la funcion f(x)

T — OO

Solucion:

_4x2—5x—2
T2 4+4x+6

cuando

1 1
Sabemos por propiedad de limites al infinito lim — =0y lim — = 0, reemplazando

T—00 I

r—00 I

en cada uno de los términos del numerador como numerador bajo el operador limite,

y resulta.

h;m f(x) =

Representacion grafica de la funcién.

o 4x? — b —2
m ——m8—
z—oo T2 +4x 4+ 6

42 — 5r — 2

i 2
lim L

z—o0 Tx? 4+ 4x + 6
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Figura 1.38: Limites al infinitos

Ejemplo 1.6.13 Halle el limite al infinito de la funcion:

P22+ 3 +4
C 4a3 4322422+ 1

f(z)
cuando x — 00 Y T — —0OQ.

Solucién:
Si x — oo entonces la funcién f(x) factorizando la variable x, de mayor exponente

numerador como denominador y resulta:

3+ 202 +3x+4

lm flz) = I e
1 4
I+ —-+35+—
= lfm L
1 2 1
T—00

4+3—+2—2+—3
€T X

B 1

4

Si x — —oo entonces la funcién f(z) resulta:

23+ 222 + 3z +4

mgr—noo f(x) - mgr—noo Ax3 + 322 + 22+ 1
2 1 4

14—+ 3—2 +—=
= Ilim 44 L L

T —00 1 2 1

4+3—4+2—+—
+ x+ x2+x3

1
4
Representacion grafica de la funcién.
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VA
i 1 1
Jm f (D=7 4
;I—N i
I I
I I
I I
I I
| | >
—00 ¢<— X xX—>+0 X
Figura 1.39: Limites al infinito
. L. ., 223 4+ 2% — 3
Ejemplo 1.6.14 Halle el limite de la funcion f(z) = —5—————— cuando x — o0
x5+ +2
Solucién:
3 1
993 4 22 _ 3 24+ —-—-3—
lim f(z) = lim 24_—1.2 = lim f Ii)
x x
3 1
24 --3-3
= lim L Lo =9
700 | 1 5 1
+ ) + 3

lim f(x)=2

{ X —> 40 X

Figura 1.40: Limite al infinito

. L » B +r+2
Ejemplo 1.6.15 Halle el limite infinitos de la funcion f(x) = p Bp— cuando
2+ —
r—2yxr— —3.
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Solucion:
Sea x = —3, analisis, si x < —3 entonces x — —37, la funcion seré:
, , 2+ +2
lim f(z) = lim ————
z——3- e—-3- 124+ —6
, B+ x4 2 —
= lim = = —00

Si x > —3 entonces z — —37, la funcién serd:

, B4 ar+2
xEI—%‘* f(x) - xEI—%“' 2+x—6
, 2 +r+2 +
= Ilim = — =400

es-3t (r+3)(x—2) OF

Similar andlisis haremos para z = 2, x < 2 entonces x — 27, la funcién sera:

4 x+2
i = lim ————
Jm flo) = s
, 2 +r+2 —
= lim = —=—-00

es2- (r+3)(x —2) 0

Si x > 2 entonces x — 2%, la funcién serd:

, o ar+2
J;ligl“' f<x) - x11>12n+ 172 +x—06
L B Hr+2 +
= lim = — =400

e=2t (x+3)(x—2) 0F
Representacion grafica:

limites infinitos de f(x) en x=-3, x=2

Figura 1.41: Limite al infinito
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1.6.1. Ejercicios propuestos

Halle limites infinitos o al infinito de las funciones reales definidas en su dominio

respectivo.
32 —3 2
1. Halle el limite de lim “o > "= _ 3
T—00 :EQ —x -+ 5
2x3 — 5x + 3 2

10.

11.

12.

13.

14.

. Halle el limite de lim —

im0 BT — 222 —4r +8 b

Halle el limite de lim v9z22 + 5z + 2 — 3x = g

T—r00

x® — 3z* — 1423 + 5822 — 51z +9

Halle 1i =
OIS 05— 6ot — 1045 + 14422 — 351z + 270
2 2.3 2

Halle lm (52 + 6x + 7)*(x® + =+ 9) :§

z—oo  (3x® + 3a3 + 13z — 7)? 9
203 + 322 —Tr+5 41
) _ 3 2 _ A0 — -
Halle xh—{{olo[ 13013 V823 + 512 — 40] D

. Halle lim [v/3222 + 10z + 15 — v/3222 — 10z — 5] = 1.78

T—r00

Halle lfm [v/523 + 222 + 102 + 5 — Va3 + 22 — 100 + 7] = 5

T—00

8 — 8x° + 27x* — 4623 4 2822 + 24z — 32

Halle 1i =
OIS 06— 745 1 102* + 4025 — 16022 + 2082 — 96 oo
3 3 3 1
lim [V2! + 23 — V2d + 22 = ——
L2054+ 22 +3224+5 224223 +3
lim | — ]=3
2t 4 323 — 122 — 16
= —00

lim
e—>—2 x4+ 223+ 82+ 6

x5—2x4+3$3—7x+2_
a2 33 — 1122+ 8x+4

ot =t 4222+ 5 —7
lim =00
z—1 a3 —4a?2 —x + 2
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1.7. Limites de funciones trigonométricas

Sea f(x) funcién trigonométrica definida en sus respectivos dominios. Para calcu-

lar el lim F.T(x) = Lo cuando los valores de z sean tan cercano a zy, propiedades
T—T0

de limites especiales, [4],[6], [21]:

. osenzx T
1. lim =1 7. arctan x + arccotr = —
z—0 I 2
, tanzx
2. lim =1 T
750 8. arcsenx + arccosxt = 5
1—-cosz
3. lim =0
x—0 x
9. arccotr + arccot— =7
1—cosz 1 z
4. llm —— = —
z—0 72 2 1
_arcsencz 10. arcsecx = arccos —
5 llm — =1 T
x—0 x
_arctanx 1
6. Ilm — =1 11. arccscx = arcsen —
x—0 x x
. ) . L, senx .
Ejemplo 1.7.1 Analizar el comportamiento de la funcion f(x) = stz — 0
Solucién:
. senx ., ,
Esto es: lim = 1, entonces la representacion grafica:
x—0 x
1 limite de F.T f(x)=sen(x)/x en x=0
0.5 -1
=
° N |V
-0.5 L
-15 -10 -5 (0] 5 10 15

Figura 1.42: Limite de funcion trigonométrica
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. . . . 1—cosz |
Ejemplo 1.7.2 Analizar comportamiento de la funcion f(x) = —— stz —0.
x
Esta es una de las propiedades mas importantes dentro de funciones trigonométricas,
Lo 1——cosz . .
puesto en limite f(x) = ——— se aproxima a la mitad de uno cuando z se hace
x

tan cercano al nimero cero por la derecha e izquierda y esto es:

, l—cosz 1

lim ———— = -

x—0 (132 2

Representacion grafica:

06 limite de F.T f(x)=(1-cos(x))/x 2 en x=0

1
-15 -10 -5 o 5 10 15

Figura 1.43: Limite de funcién trigonométrica

Ejemplo 1.7.3 Calcule el limite de la funcion trigonométrica:

8r —3sendx + 2sendxr  cosx — cos22x

lim
z—0 Hxr — 4sen 2x + 3sendx 1 —cosz

Solucion:

8r —3sendx + 2sendxr  cosx — cos2x

lim f(z) = lim

z—0 z—0 5 — 4sen 2x + 3sendx 1 —cosx
sen 3x sen b
oy [8_3 T +2 T +cosx—cos2x+sen2:v]
= 5_4sen2x+3sen4x 1 —cosz
x x

Segtn propiedad de funciones trigonométricas:
1 — cos(x)

A 1
t SR gy L8]
z—0 €T z—0 xT 2
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—9+1
i f(e) = 829710

lim _m—l—l—i—Q:Zlentonces glgll%f(x):él

cos 3(z + h) — cos(3x)

Ejemplo 1.7.4 Halle el limite de la funcion f(z) = 7 cuando
h —0
Solucién:
Sea cos(3x + 3h) = cos(3z) cos(3h) — sen(3z) sen(3h)
ademds verifica cos 3z = 4 cos® x — 3 cosw
) ., cos3(x + h) — cos(3x)
e = h
Y cos(3x) cos(3h) — sen(3x) sen(3h) — cos(3x)
e h
. —cos(3z)(1 — cos(3h)) — sen(3x) sen(3h)
= lim
h—0 h
— i —3cos(3z)(1 —cos(3h)) lim 3sen x sen(3h)
h—0 3h h—0 3h
. (1 —cos(3h)) . .. sen(3h) .
Sabemos que }ILIL% =y 0, ademas }lg% s 1 y por consiguiente
resulta.
lim f(z) = —3cos(3x) - 0 — 3sen(3z) - 1 entonces lim f(x) = —3 sen(3x)
h—0 h—0
grafico de funcién seno y coseno
3 T T T T T ¥ N

y:3sen(3x)
—— yl:cos(3x)

f(x)

'
N
T

Figura 1.44: Gréfica de funciones trigonométricas
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Ejemplo 1.7.5 Halle el limite de la funcion trigonométrica.

~ sen(x)(1 — sec(4x)) cuando o
J(w) = sen(4z)(1 — sec(3x)) dow =0

Solucidn:
lm f(z) = i sen z sec 4x(cosdxr — 1)
20 20 sen 4x sec 3z (cos 3x — 1)

(sen x sec 4z)(2 sen? 2)

fm 5
2—0 sen 4x sec 3x(4 cos® x — 3cosx — 1)

sen x sec 42 sen? 2

lim
2—0 2 sen 2z cos 2x sec 3x(4 cos® x — 3cosz — 1)

i sen x sec 4x sen 2x 4
= lim = —
2—0 cos 2z sec 3z(1 — cosx)(4dcos?x +4cosx +1) 9
4
9

Representacion gréfica del limite de la funcién trigonométrica f(z) en el intervalo
[—71'/2, 7T/2]

Limite de funcién trigonométrica f(x) en x=0

30

20

o] ] J
ol AL ] RN A L J

N (L

-20

f(x)

-30

-40

-50

-60 [

Figura 1.45: Limite de funcién trigonométrica

Ejemplo 1.7.6 Calcule el limite de la funcion f(x) = 3sen(7r(xx)_—1s;n(37rx) enx =1

Calculo I y 11



74 1.7. Limites de funciones trigonométricas

Solucién:

Hacemos cambio de variable x+ — 1 = z entonces © = z + 1, luego x — 1 entonces
z — 0, denominado punto de acumulacién nueva.

Aplicamos el operador limite a cada miembro y uso de propiedades trigonométricas,
esto es:

sen(3wz) = 3sen(mx) — 4sen®(rz) reemplazando se tiene:

3sen(mz) — sen(3mx)

lim f(z) = lim

r—1 r—1 (:L' — ]_)3

—3sen(mz) + sen(37z)

= lim

z—0 23
. —3sen(nz) + 3sen(rz) — 4sen?(7z)
= lim
z—0 2’3
—4 3
_ gy —dsen (72) ()
z—0 2’3

sen(2zx) — tan(2z)

dox — 0
sen(3z) — tan(3z) cuanao

Ejemplo 1.7.7 Halle el limite de la funcion f(x) =

Solucion:

) B sen(2z)(1 — sec(2x)
ilg(l) Jx) = z—0 sen(3x)(1 — sec(3z))

tan(22)(cos(2z) — 1)
z—0 tan(3z)(cos(3z) — 1)

tan(2z)(2sen? )
z—0 tan(3z)(4 cos® x — 3cosx — 1)

tan(2z)(2sen® z) 8

1 =
v 50 tan(3z)(1 — cosx)(4cos?z +4cosz+1) 27
Ejemplo 1.7.8 Halle el limite de la funcion trigonométrica.

1-— . 2z - 3
f() = COS X - COS 2T - oS 3T cuando = — 0
1 —rcos3z

Solucién:
Sabemos por propiedad de funciones trigonométricas:
cos2z = 2cos’x — 1 y cos3x = 4cos® z — 3cosz — 1 reemplazando estas ecuaciones

se tiene:
1 —8cos®z + 10cos*z — 3cos? z

Ii =1l
230 f(z) 230 1 —rcos3z
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Factorizando términos comunes se tiene:

(1 — cosz)(8cos®x + 8cos & — 2cos® x — 2cos? x + cosz + 1)

T _ oy
xli%f(m) 20 (1 —cosz)(1+ cosz + cos? x)
y (8cos®x + 8cosr — 2cos® x — 2cos’ z + cosx + 1)
= lim
20 (14 cosx + cos? x)
o
-3
1.7.1. Ejercicios propuestos

Calcule los limites de las funciones trigonométricas utilizando de los propiedades.

1 1 23e(T) se;1(37r:1:) — -394 g Ly SenE—7/6) V2
o1 (x+1) e—n/6 1 — 2cos2x 6
2 lim sen(2z) — tan(2z) _8 , 4tan(x) — 4sen(x)
z—0 sen(3x) — tan(3x) 27 9. }111{)% 2 =0
3 lim sen(z + 2) — sen(z — 2) _ | cosz —cosa
z—0 tan(x 4+ 2) — tan(x — 2) 10. }E}}l T r—a
cos(2)
tan(z + 2h) — 2tan(z + h) + tan(x)
4t -4 {
4 lim an(x) sen(x) 0y 11. }lg% 2
x—0 ;E?’
— sen(3x) sen(2z) _ 6 12. lim sen(z + a) — sen(z — a) _
50 2 z—a tan(z + a) — tan(zx — a)
, . cos(a)
6. lim \/cosx — J/cosx 1
2—0 sen? 12 %
L deod? 1+ cos(g)
—4cos?x ,
7.1 13. lim =1.45
T 8sen(x — m/3) 3 V3m— Vb
T—r T—
3 )
1.8. Calculo de limites de la forma

Sea una funcion polinomial, funciones trascendentales, radicales, exponenciales o

logaritmicas definidas por [4], [10], [13] como:

f@) = 1+ 0(@). lim f(@) = L y luego lim g(a)

= +o0, entonces lim ¢(z) = 0; el
T—a

limite de la forma se obtiene mediante la regla definida mediante:

lim [f ()}

T—T0

lim g(z) - ¢(x)

— e:c—):vo
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1.8.1. Propiedad logaritmica

coet -1 3. lim e" =400
1. lim —— =In(a) 250
2. lim In(z) =400 4. lim e =0
T——+00 T——00

Ejemplo 1.8.1 Calcule el limite de:

lim [f(2)]9®) = lim

T—00 T—00

41’3 +43§'+5 2x+3
43 — 622 4+ 7

Solucién: Evaluamos la funcién f(z) cuando x crece muy grande, esto es:

423 4z + 5 2ts
’ @ _ 1 _
M (@) =l (1 TP 6T )
I . 6x% + 4o — 2 203
= lim —_—
x1—>oo 43 — 622 + 7

= lim [1 4 ¢(x)]9@

T—r00

lim g(z) - ()

Utilizamos la férmula: 1im [f(x)]9®) = ez—ao Hallamos
T—T0
4 5
1+ =+ =
lim f(x) = lim |
4-24 =
r oz
lim g(z) = lim 22+ 3 =400
4 5 2z+3
4+ -t
lim [f(2)]?® = lim — =1
x

Este valor no existe cuando x — oo. Ahora restando y sumado 1 se tiene:

1§ [f( )]g(x) g 1+ 6;[2 — b —2 2243 o .
xLI& i = xLI& 4;B3 _ 6332 + 2 ondae veriiica.
, ) 622 + 4z — 2
Mim ¢(z) = lim (s 55) =0

Debemos comprobar la siguiente relacion:

62> — bx — 2
lim (2 ) (—————
i [ = e T g e s)

T—00
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Ejemplo 1.8.2 Clalcule el limite de:

22+ 5x+2
323+ 922 + 4z +5 4o
323 + 722 +3x+5

lim[f(2)]9® = lim

z—0 z—0

Solucién:
22+ 5x+2
R =
) 2% 4+ 5z + 2
e
) 2?2+ 51 +2
P =t (1 )

, , 20 + o 0
}}E(})(b(x) B }g%<3x3+7x2+3x+5>_5_0

Debe cumplir:

lim g(z) - ¢(x

lim [f(2)]® = esao (z) - o(x)
T—rTQ

2 2 2 9

1 (2 +57+ ) ( 2?4z

= ez—0 4z

3x3+7$2+3x+5>:eé

Ejemplo 1.8.3 Calcule el limite de:

(2374 + 2% + 142 + 3)4z3+5

1f 9(@) — |q
fn [£(x)] e \ 227 + 23 1 122 + 6

T—00 T—00

Solucién:
20t + 23 + 14z + 3 42°+5
. glz) _— ¢ _
Jim [£(x)) Jm (1 T 12046
o - 9% — 3 4z3+5
T s 2 + 15 + 122 + 6
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1.8. Cdlculo de limite

s de la forma

Evaluamos la funcién f(z)

lim [f ()¢

T—00

lim g(z)

T—r00

lim ¢(x)

T—00

lim [f ()]

T—00

cuando x crece muy grande, esto es:

42345
(1 )

lim [1+ ()]

T—00

2 — 3
204 + 234+ 122+ 6

= lim
Tr—r0oQ0

lim 423 +5 = +00

Tr—r0Q0
i 20— 3 0 0
- 11m = — =
z—oo \ 222 + 23+ 122 + 6 2
2¢ — 3

lfim (42° + 5)(

61‘—)00

)

204 + 234+ 1220+ 6

Por lo tanto resulta: lim [f(z)]9® = e?

T—r00

Ejemplo 1.8.4 Calcule el limite de h'rq f(z)
T—r

1690—1 _ 9z—1

— i
1m x3—1

rz—1

:64

Solucién: Hacer cambio de variable de la forma 2z —1 = z entonces x = z+1 ademés

z—1

lim f(x)

r—1

Uso de limite lim
x—0

lim f(z) = lim

z—0 2

z—0

Por lo tanto resulta: h’rri flz) =
z—

i 16% — 97

lim —m———

z—0 (Z —+ 1)3 —1

i 16% — 97

lim

=023 +3224+32+1-1
i 16% — 97

lim

(162 — 1) — (97 — 1)

z—0

2=0 z(22 + 32+ 3)

16# -1 9* -1

2(2%2 + 32+ 3)

1l
(22 +32+3) 250 2(22 432+ 3)

16
In —

9
3

Ejemplo 1.8.5 Cualcule el limite de la funcion definida por:

lim f(x)

z—0

323+ 922 4+ 192 + 2
= lim
=0 323 + T2 + 162 + 2
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Solucion:

22+ 5x + 2

3 2 1 2
lim f(z) = lim (Sx 90+ 190+ ) A

20 z—0 \ 313 + 722 + 162 + 2
2+ 5x 4+ 2
323 + 922 + 19 2
T S r
z—0 3x3 4+ Tx2 4+ 162 + 2
22 4 5x + 2
, 21’2+3l' 4dx , 9(x)
o :lcl—% (1+3x3—|—7x2—|—16$+2) _glcgr(l)(l—l—qb(x))

Ahora hallemos el limite de la funcién ¢(z), en efecto:

2% + 3x 0
1/ — 1/ = - = 0
oy o(w) = Jmy 323 4 T2 + 162 +2 2
lim g(x)o(x
Luego utilizamos la formula de: 11’1% f(x)g(l’) = efv—>0g( J9(@)
z—
, 22% + 3z z? 4 51 + 2
lim .
lim f(z)?® = ex—032% + Ta? + 16z + 2 4
z—0
‘ 2r+3 2 + 5 +2
lim .
= 0313 + Tr? 4+ 162 + 2 4
3
= 64

Ejemplo 1.8.6 Halle el limite de la funcion f(x) definida por:

sen(3x)
2 A —3\ 2
lim f(z) = lim <M) x

z—0 =0 \ 312 — 2 — 3
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Solucion:
sen 3z
, , 322 4+4x -3 72
i fo) = limy (”m—l)
sen 3x
—m (1) T (14 g(a))@
x—0 3{1)2 — 21’ — 3 x—0
, , 6x B
MmO = s a3
lim g(z)o(x
i f(oye) = o)
T—

i 6x sen 3z

im

— 0\ 322 =22 -3 x?
i 6 sen 3x
im

— 0\ 322 =22 -3 x

1.9. Continuidad de funciones reales

La idea de continuidad de funciones reales, se tiene al considerar que su trayectoria
es continua en todo los puntos del dominio de definicién, en el sentido que se puede
dibujar o describir trayectorias, lineas sin levantar el lapiz sobre una hoja de papel,
sobre una superficie o trayectorias descritas por un objeto en el tiempo y espacio.
La continuidad esta expresada enteramente por medio de las propiedades del sistema
de numeros reales, esta fue formulada por primera vez por Agustin Luis Cauchy:
Sostiene, como la descripciéon de la trayectoria o linea de un movil en el tiempo y
espacio, es decir esto nos sugiere la ausencia de interrupciones, saltos bruscos en un
punto del dominio o sobre su dominio de la funcién definida; cabe aclarar la funcién
no presenta discontinuidad en los puntos definidos y es posible en todo su dominio de

la funcion.

Definicién 1.12 (Continuidad de funciones) Sea una funcion real definida en
un subconjunto de la recta real f: D C R — R tal que y = f(x) para todo xeDse

dice que es continua en xo, si cumple las tres condiciones siguientes, [7], [8].
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i) f(xo) existe.

ii) lim f(z) = f(zo) & lim f(z)= lim f(x).

T—T0 T—T— T—T o+

i) M f(x) = f(xo), [4].[21]

T—T0

Definicién 1.13 Una funcion f : D C R — R, definida en el conjunto D C R, se
dice que es continua en el punto a € D, cuando, para cada € > 0 se puede obtener un
d >0 tal que x € D y |x—a| < 6§ impliquen |f(x) — f(a)| < €. Expresion matemdtica:
Para todo € > 0, existe 6 >0, con x € D, |v —a| < § entonces |f(x) — f(a)| <e.

Se dice que f(x) es una funcion continua cuando f(x) es continua en todo los puntos
a€D.

Se dice f(x) es discontinua en a € D a una funcion f: D C R — R .Si existe e > 0

con la siguiente propiedad: Para todo 6 > 0 se puede encontrar xs tal que |xs—al < §

y|f(xs) = fla)| = &, [7], [8]

Teorema 1.9.1 Si f,g: D — R son funciones continuas en el punto a € D entonces

también son continuas en dicho punto las funciones siguientes:
1. f £ g es continua en a € D.
2. f.g es continua en a € D.
3. f/g es continua en a € D con g(a) # 0

4. la funcion compuesta go f es continua en a € D.

Ejemplo 1.9.1 FEstudie la continuidad de la funcion real definida sobre su dominio:

fz) =

> —3r+2 <2
—22+38 T > 2

Solucion:

1. Que el punto x = 2 tenga su imagen , esto es; f(2) = —x? + 8 |o,= —4 +8 =4

existe.

2. Existe los limites laterales en x = 2. Si x < 2 entonces x — 27, establecemos el

operador limite lfm f(z) = lim (2° — 37 +2) =4
T2 T2~
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Si x > 2 entonces x — 2%, establecemos lim f(x) = lim (—2° + 8) = 4
x—27T x—27F

Como los limites laterales de f(x) en x = 2 son iguales, entonces h’né f(z)=4
z—

3. La imagen en el punto = 2 coincide con el limite de la funcién f(x), es decir:

F2) = 1im f(z).

4. La gréfica de la funcién f(z) por tramos es continua en x = 2

Continuidad de funcién por tramos en x=2

5 T
i
0 !
- s o
I|mx_ 2-f(x)— Ilmx_>2+f(x)—4!
|
st f(2 :Iimx_>2f(x): 4 I
|
— i
< ;
= !
!
-10 1
|
i
i
-15 !
:
|
i
20 L i L
-3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 1.46: funcién continua por tramos en x=2

Ejemplo 1.9.2 FEstudie la continuidad de la funcion real definida sobre su domi-
nio:analizar el desplazamiento de una persona

(

2 —6 r <2

4 —z 2<xr<3
fay=1{ "

¢ —8 3<zr<bh

2?2 —4drx+12 =z>5

Solucién:

1. Veamos el punto z = 2 tenga su imagen f(2) = (2 — 6)|, = 2. existe

Hallemos los limites laterales de la funcién por tramos f(x) en z = 2.

Si ¥ < 2 entonces lim (z° — 6) = 2
T2~
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Si x > 2 entonces lim (4 —z) =2
z—2F

Por lo tanto los limites laterales son iguales, lim f(z) = lim f(z) =2
T2~ x—27F

entonces existe el limite de la funcién en x = 2, esto es: h’r% flz) =2
T—

2. Veamos el punto = 3 tenga su imagen f(z) = (4 — z)|3 = 1 si existe.
Hallemos los limites laterales de la funcién por tramos f(z) en z = 3.

Si x < 3 entonces lim (4 —xz) =1
T3~

Si x > 3 entonces lim (2* —8) =1
z—3t

Por lo tanto los limites laterales son iguales, lim f(z) = lim f(z) =1
z—3~ z—3+1

entonces existe el limite de la funcién en x = 2, esto es: lﬁ% flz)=1
T—

3. Veamos el punto z = 5 tenga su imagen f(x) = (z? — 8)|5 = 17 si existe.
Hallemos los limites laterales de la funcién por tramos f(x) en o = 5.

Si x < 5 entonces lim (z° — 8) = 17
T—5~

Si 2 > 5 entonces lim (2% — 42 + 12) = 17

z—5t

Por lo tanto los limites laterales son iguales, lim f(z) = h’m+ flx) =17
5~ T—5

entonces existe el limite de la funcién en x = 5, esto es: lin}) flz) =17
T—

4. La funcién por tramos es continua en x = 2, x = 3 y x = 5. Veamos el analisis

graficamente.

Continuidad de funcién por tramos en x=2, x=3 y x=5

Figura 1.47: Funcion continua por tramosen x =2,z =3, xt =5
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Ejemplo 1.9.3 FEstudie la continuidad de la funcion real definida por tramos sobre

la recta real:analizar el desplazamiento de un insecto.

22+6x—6 <2
fz)=2 2246 2<r<3
3 —15 3<z<5h

Solucion:

Veamos la representacion grafica de la funcién definida por partes:

Continuidad de funcién por tramos en x=2, x=3

\

120

100

80

60

f(x)

40

20 + f(2)=10
--------------- Spoimimimimimim o ((3)=12

| |
| |
| |
20 | |
-2 -1 0 1 2 3 4 5

Figura 1.48: funcién continua por tramos en x = 2, x = 3

1. Veamos la continuidad de la funcién f(z) por tramos en x = 2

a) Si f(2) = (2z + 6) |o= 10 existe la imagen de z = 2.
b) Veamos si existe h’r% f(z) entonces hallemos los limites laterales.
T—

Si 2 < 2 entonces lim f(x) = lim (2* + 62 —6) = 10

r—2~ r—2~

Siz > 2 entonces lim f(x) = lim (2o +6) = 10

r—21 r—21

Por lo tanto los limites laterales son iguales: lim f(z) = lim f(z) = 10
T2~ z—27F

entonces el limite de funcién h’r% f(z) = 10 existe.
x>

c) Existe la imagen de z = 2, esto es: f(2) = lim f(z)

r—2
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d) Afirmamos de (1a), (1b) y (1¢) la funcién f(x) en continua en z = 2
2. Veamos la continuidad de la funcién f(z) por tramos en x = 3

a) Si f(3) = (23 — 15) |3= 12 entonces existe.

b) Veamos si existe liné f(z) entonces hallemos los limites laterales.
T—

Si x < 3 entonces lim f(x) = lim (22 +6) = 12
- T3~

z—3

Si x > 3 entonces lim f(z) = lim (2 — 15) = 12

z—3t z—31

Por lo tanto los limites laterales son iguales: lim f(z) = lim f(z) =12
T3~ z—3+

c) Existe la imagen de x = 3, esto es: f(3) = h’r% f(x)
z—>

d) Afirmamos de (2a), (2b) y (2¢) la funcién f(z) es continua en x = 3

Ejemplo 1.9.4 FEstudie la continuidad de la funcion real definida por tramos sobre

la recta real:analizar el desplazamiento de Aguila Peregrino.

22—6rxr+1 0<x<2
f(x) =4 4a 2<x<3
3 —15 3<zr<5h

Solucion:

1. Veamos la continuidad de la funcién por tramos f(x) en x = 2 | utilizamos las

tres condiciones de funcién continua, en efecto se tiene:

a) Existe la imagen de x = 2 entonces f(2) = (2% — 6x + 1)|y = —7 por tanto

si existe la imagen.

b) Analizamos las condiciones de limites laterales de la funcién por partes en
T = 2, esto es:

Si x < 2 entonces lim f(z) = lim (z° — 6z + 1) = -7

T—27 T—27
Six > 2 entonces lim f(x) = lim (4z) = 12
z—2+ z—2+

Los limites laterales de la funcion existen pero son diferentes:

1i 1i t If ist
lim f(z) # 1 f(z), entonces rl{gf(x) no existe

2. Veamos la continuidad de la funcién por tramos f(z) en z = 3, utilizamos las

tres condiciones de funcién continua , esto es:
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a) Existe la imagen de = 3 entonces f(3) = (4z)|3 = 12 si existe.

b) Analizamos las condiciones de limites laterales de la funcién por partes en
x = 3, esto es:

Siz < 3 entonces lim f(x) = lim (4z) = 12
T3~ T3~

Si 2 > 3 entonces lim f(z) = lim (2* — 15) = 12
z—3+ z—3+

Los limites laterales de la funcion existen y son iguales:

lim f(x) = lim f(z) = 12 entonces lim f(z) = 12 existe
z—3~ z—37+ z—3

La representacion grafica de las funciones por tramos y su dominio respectivo.

Continuidad de funcién por tramos en x=2, x=3

100

lim_ ()~ = lim__ ()
80

60

f(x)

40

2

___________________ 7 1(3)=12

1
|
|
-20 L
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

Figura 1.49: Funcién discontinua f(x) en x = 2 y continua en z = 3

Definicién 1.14 (Discontinuidad de funciones) En caso contrario, si falla una
de las tres condiciones de continuidad de una funcion real, entonces diremos que la
funcion es discontinua en xg, es decir: Si, lim f(x) no existe, entonces los limites
T—T0
laterales existen, pero son diferentes o el limite lateral existe y es finito, mientras uno
de los limites laterales no existe. Ademdas la imagen en xy esto es, no coincide con
limite de la funcion definida lim f(z) = f(xo) . Es decir el comportamiento de la
T—T0

funcion presenta discontinuidad en el punto xqy y se denomina discontinuidad evitable
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o remoutble, esto implica la funcion puede ser redefinida en xq y existe el limite. Caso

contrario la discontinuidad en xo es inevitable o no removible, [6],[18], [19].

Teorema 1.9.2 Sea f : [a,b] = R continua en todo el intervalo cerrado. Si estable-
cemos f(a) < d < f(b) entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d, llamada teorema

de valor medio.

Teorema 1.9.3 Si I C R es un intervalo y la funcion f : [a,b] — R es continua en

todo los puntos del intervalo cerrado. Entonces f(I) es un intervalo.

Ejemplo 1.9.5 FEstudie la continuidad o discontinuidad de la funcion definida.
2?2+ 42 — 15 T <2
fay=q T
—2x°+2x°+3 x>2

Solucion:

Representacion grafica es:

Figura 1.50: funcién discontinua por tramos en x = 2

1. Veamos la existencia de f(2) entonces f(2) = (=22 + 22* + 3) |,= —6 existe.

2. Veamos los limites laterales para la funcién f(x) en z = 2

Si 2 < 2 aproximacién por la izquierda entonces lim (2? + 42 — 15) = —3
T2~
Si x> 2 aproximacion por la derecha entonces h'm+(—2x3 +22% +3) = —6
T—2

Entonces los limites laterales de la funcion son diferentes, esto es:
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3. lim f(z)# lim f(x).Por lo tanto el limite f(2) = lim f(x) no existe.

T2~ z—2F z—2
4. De (1), (2) y (3) la funcién f(z) por tramos no es continua en z = 2
Ejemplo 1.9.6 FEstudie la continuidad o discontinuidad de la funcion definida.

f(m):{_x2+9 T < 2.36

34 (z—3)2 2>236

Solucién:

yA

y=—x>+9

342

/

Figura 1.51: Funcién continua por tramos en x = 2.36

1. Veamos la existencia de f(2.36) entonces f(2.36) = (2% — 6x + 12) |o.36= 3.42

2. Hallemos los limites laterales para la funcién f(z) en z = 2.36, en efecto:

lim (—2®+9) =342 luego lim (z° -6z +12) =3.414

r—2.36~ r—2.36

entonces los limites laterales de la funcion son iguales, esto es:

lim f(z)= lim f(x)

T2~ z—2+

3. El limite de f(z) en 2.36 si existe, f(2.36) = liglgﬁf(x)
Tr—ra.

4. De (1), (2) y (3) la funcién f(z) por tramos es continua en z = 2.36

Ejemplo 1.9.7 Estudie la continuidad o discontinuidad de la funcion definida:

f(z) = 32° enx =4

2 — 2z
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Solucion:

Representacion grafica.

yh oy lmSe =
lim f(x)=3 lim f(x)=3
y=3
—0 ¢ x \ x>ty

lim f(x)=-0 1x=2
X2

Figura 1.52: Funcién continua en x = 4 y discontinua en x = 2

R

2 — 2z

1. Veamos la existencia de la imagen de f(z) en z = 4, f(4) = ( Ja=06

existe

2. Veamos los limites laterales de f(z) en x = 4:

3 2
Si x < 4 entonces lim f(z) = lim T _¢
z—4- r—4~ 1'2 — 2
Si > 4 ent lim f(z) = li 37 g
ix entonces lim f(z) = lim =
PRV a—at 12 — 2x

Los limites laterales son iguales en z = 4, lim f(z) = lim f(z) = 6.
x—4~ x—4+

3. Existe f(4) = h'n}l f(z). Asi la funcién f(x) es continua en x = 4.
z—

4. Veamos limites infinitos de la funcién f(x) en z = 2

322 3z
Si x < 2 entonces lim f(x) = lim = lim = —00.
z—2- e—2- 22 — 20 z-2- 1 — 2
322 3z
Si x > 2 entonces lim f(z) = lim = lim =0 .
z—2+ a2+ 12 — 21 52— — 2

Esto implica que la funcién f(x) es discontinua inevitable en x = 2, ademas la

funcién f(z) no estd definida en z = 0 esto es, una asintota vertical.

5. Veamos limites al infinito de f(x) cuando x crece o decrece infinitamente.

, , 3T
Para © — —oo entonces lim f(x) = lim =
T——00 T——00 L —
, , 3z
Para © — +o00 entonces lim f(z) = lim =
T—+00 z—+oo L — 2
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Por lo tanto: lim f(z) = 3 es una asintota horizontal.
T——+00

Ejemplo 1.9.8 Analice el comportamiento de la funcion definida por tramos la con-
tinutdad o discontinuidad definida en su dominio.

22+5r+3 <1
flx) =

3r+4 x>1

Solucién:

La representacién grafica de la funcién por tramos f(z) y esto es:

20 Discontinuidad de funcién por tramos en x=1
T k_ _____ T T T

15

or

lim__ f0~=lim__ ()

f(x)

-10

-15

-20

I et Y HpEEp—

-25

Figura 1.53: Funcién discontinua en z = 1

Veamos la funcién f(x) es continua en el punto = = 1:
1. La imagen de x = 1 existe f(1) = (22 + 5z + 3)|; = 9 si existe.
2. Hallemos los limites laterales de la funcién f(x) en z = 1, es decir:

Si x < 1 entonces lim f(z) = lim (2® + 52 +3)[; =9

r—1- z—1-
Siz > 1 entonces lim f(z)= lim 3z +4), =7
z—17t z—1t

Por lo tanto los limites laterales existen, pero son distintos:

lim f(x) # lim f(x) entonces lim f(z) no existe.
z—1— z—1+ z—1

Esto nos garantiza que la funcién f(x) es discontinua inevitable en x = 1 y se

observa el grafico, arriba.
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1.9.1. Ejercicios propuestos

1. Estudie la continuidad o discontinuidad de la funcion definida en su dominio.

) @3 +9 <=3
f(x)_{ (z—12-7 z>-3

Continuidad de funcién por tramos en x=-3

A

Figura 1.54: Funcién discontinua

2. Determine los valores de a, b de modo que la funcién f(x) es continua en z = 0

y = 2 definida.

1
<0
211 TS
flz) = a O<e<?2
br —3 x>2
2 +3
3. Estudie la continuidad o discontinuidad de f(z) = — 1
3 — 4o
4. Determine los valores de a, b de modo que la funcién f(z) es continua en z = —2
y x = 2 definida.
2a r< =2
2% — 64
x) = —2<r<2
f(z) e R—T x <
r+20 x>2
72+ 2x — 8

5. Estudie la continuidad o discontinuidad de f(x) =
x3 4 622 + br — 12

Calculo I y 11
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Funcién continua o discontinua
T

10

Figura 1.55: Funcién discontinua en x=1

6. Determine los valores de a, b de modo que la funcién f(z) es continua en x = —2
y x = 1 definida.
3r+2a x< =2
flx) =4 3ar+b —-2<x<1
8r—3b x>1

7. Calcule el valor de a si ae(0,7/2) de modo que la funcién es continua en el

punto a y definida por:

sen? x — sen?a

f(x) = ) 2 — a? TFa
2— r=a
a

323 4 22% — 6 1
8. Estudie la continuidad o discontinuidad de f(x) = v v

12 —x
9. Determinar los valores de a, b de modo que la funcion sea continua en x = —1
yx=1en:
22 +3 r<-—1
f(x)=94 ar+0b -1<z<1
> +22+3 x>1
10. Determinar los valores de a, b de modo que la funcion sea continua en x = —1

Calculo Iy 11
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

y o =1, ademas f(-1)=6y f(1) =1 en:

a—b(x —3)? r<-—1
—4b(x —4)* +ax+10 z>1

Determinar los valores de a, b de modo que la funcién sea continua en todo su

dominio:
3x+2a < -2

fle)=¢ 3ar+b —-2<z2<1
8r—3b z>1
2 —42? + 51 — 2
ax? +bxr +c

distinto de cero , ademas cumple h’r% f(x) = 2 Halle los valores de a, by c.
T—

Dada la funcién f(z) =

, se tiene que lim f(z) existe y es
z—1

Determinar los valores de a, b de modo que la funcién sea continua en el intervalo

abierto (06):

20+1 =<3
flx) =19 azx®?+b 3<a<5
224+2 x>5

Halle el valor de a de modo que la funcién sea continua en todo su dominio.

ar’+3xr—5 <1
f(x) =
—3r—+8 rz>1

Analice el comportamiento de la funcién en su dominio, la continuidad y dis-

continuidad en el dominio respectivo:

—senx r< —m/2
f(x) =19 asenz+b —-m/2<x<7/2
2cosx x>m/2

Estudie la continuidad o discontinuidad de la funcién definida en su dominio.

(

x?—4 —2<zr< -1
3x —1l<z<l1
—3r+6 1l<ax<3
=30 x>3

fz) =

Calculo I y 11
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100 Continuidad de funcién por tramos en x=-1, x=1, x=3

80

60

E 40
20
ittt ettt el o mEeme—
0 e T - — s — e — e — === P
! i i
i i i
20 { L . 1
-2 1 0 1 2 3 4 5
X
Figura 1.56: Funcién continuaen x = -1,z =1y z =3

1.10. Aplicacién de limites al contexto real

Sea f: A C R — R una funcién real que representa un fenémeno fisico, quimico,
econémico, ecoldgico, ambiental, problemas demograficos de personas humanas o ani-
males entre otros, pueden ser modelados y aplicados los conceptos de limites finitos,
infinitos, al infinito o de la forma exponencial y determinar la aproximacién de la
funcién f(x) cuando x — ¢ o cuando = — +o00; éstos limites de f(x) pueden existir

o no las funciones reales.

Ejemplo 1.10.1 La poblacion de USA se puede modelar por el siguiente funcion

logistica.
197273000
f(t) = 1+ (oxp)—0-03132(- 1913.125)

habitantes . Donde t: representa el tiempo en anos. Hacer un grdfico que muestre la

poblacion de USA desde 1790 hasta 2000, en periodos de 10 anos.
1. Halle la poblacion de USA para el ano 2020.
2. Halle la poblacion de USA para el ano 2100.
3. Halle la poblacion de USA si el tiempo crece infinitamente.

Solucion:
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1. Consideremos el ano cero, sea t = 2000 anos entonces la poblaciéon para el

presente ano fue:

197273000
f(2000) = lm f(¢t) =

£—2000 ( t—)QOOO 1+ (exp) 0.03132(2000—1913.125)

i 197273000 B 197273000
53600 1 + (exp)—0-03132(2000-1913.125) — ] (exp)—0-03132(86.875)

197273000 197273000 habi
] + (exp)—0-03132(86.875) 1 + (exp)2 7209 abitantes

197273000 197273000
- - — 185091421 habitantes de USA.
1+ (exp) 279 11 0.066 abihantes €e

2. Consideremos el ano t = 2020 entonces la poblacién para el presente ano fue:

lfm 197273000
f(2020) = t_1>1H120 ft) = t—>2020 1 + (exp)—0-03132(2020-1913.125)
= lemozo 1+ (eXp)70.03132(106‘875) 14 (exp)*3-3473
197273000
= 1700352 = 190568935 habitantes de USA.

3. Consideremos el ano ¢t = 2100 anos entonces la poblacion para el presente ano

fue:

f(2100) = lim f(t) = lim 197273000

t—92100 t—2100 1 + (exp)—0.03132(2100—1913.125)

197273000 197273000
1552100 1 4 (exp)—0-03132(186.875) T 14 (exp) 5553

197273000
[T 0.002872 — 196708197 habitantes de US

4. Si el tiempo crece infinitamente, esto significa ¢ — oo, entonces la poblacion
USA seré: Analizamos el denominador de la funcién poblacién USA f(¢).

(exp) 0.03132(t—1913.125) __ (exp) 0.03132(c0—1913.125) __ — 0 entonces la poblac10n USA

Calculo I y 11
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sera:
f(oo) = }g& f(t) = tliglo 1+ (expl)gj)?;?gz(()?—1913.125)
= tlggo ft) = tlggo 1+ (expﬁgz.?)zig(()o(jlgl&l%)
= tlggo f(t) = w = 197273000 habitantes de USA.

Esto significa que la poblaciéon USA se mantiene constante en el tiempo infinito,

es mas la poblacion se hizo viejo.

«108 Crecimiento poblacional de USA

N

=
[
T

y=197273000/(1+exp(-0.03132*(t-1913.1255)))

Bk
» (o)}
T

I
(N

Numero de poblacion USA
o o
(o2} [oe] =

o
IS
T

o
N

1750 1800 1850 1900 1950 2000
t(afios)

Figura 1.57: Limite de funciéon poblacional USA

Ejemplo 1.10.2 Un coche patrullero esta estacionado a 60 pies de un muro. La luz
giratoria del techo del coche gira a un ritmo de media revolucion por sequndo. El
ritmo al que se desplaza el haz de luz a lo largo del es el modelo matemdtico, definida

por: v(t) = 188.5sec? ) pies por sequndo; donde t indica tiempo en sequndos, proceso

de rotacion.
1. Halle el limite de v(t) al cabo de 0 = w/6 radianes y 0 = 7/3 radianes

2. Halle la velocidad del haz de luz v(t) al cabo de 0 = /2 radianes

Solucion:
La representacién grafica del haz de luz en la pared del muro.
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Movimiento de haz de luz circular

7000

6000

5000

% 4000
g 3000
2000
1000 [
O 1 1 1 1 1 1
-3 -2 -1 0 1 2 3
t(seg)
Figura 1.58: Movimiento del haz de luz
La funcién de posicion del luz giratoria, aplicando de razones trigométricas
r(t
tanf = Q
60
. entonces r(t) = 60tanf pies de radio arbitrario, uso de reglas de derivacién la
velocidad de giro es:
1) = 60sec? d0 lazando se ti
v(t) = — = 60sec” §—, pero — = w = 7, reemplazando se tiene.
dt at’ P70  reemp

v(t) = 60 sec? Qw(t) = 60w sec? § = 188.5sec? f pies por segundo

ésta es la velocidad de giro de la luz circulina.

1. Hallemos la velocidad de la circulina al cabo de § = /6 radianes

v(m/6) =

lim v(t) = 188.5 lim sec®f

0—7/6 0—7/6

= 188.5 lim sec®f = 188.5sec’ /6 = 217.66 pies por segundo.

0—m/6

2. Hallemos la velocidad de la circulina al cabo de 6 = /3 radianes

v(n/3) =

lim v(t) = 188.5 lim sec®f
0—m/3 0—m/3

188.5 lim sec? § = 188.5sec? /3 = 377 pies por segundo.

0—m/3

Calculo I y 11
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3. Hallemos la velocidad de la circulina al cabo de 6 = 7/2 radianes

v(n/2) = lim v(t) = 188.5 lim sec’

0—m/2 0—m/2

v(r/2) = 188.5 lim sec?d = 188.5sec? m/2 = +o00

0—m/2

Ejemplo 1.10.3 Un fabricante de cajas de madera desea construir cajas sin tapas
de piezas cuadradas de madera de 20 cm por lado cortando cuadrados iguales de las

cuatro esquinas y luego doblando los lados respectivos hacia arriba.

1. Halle el volumen de la caja de madera cuando x = 2cm, x = Scem, © = 8cm ¥y

T — 00

2. Cual es el dominio de definicion del volumen de caja y su representacion grifica.
Solucién:

1. Consideremos la altura del volumen de caja arbitraria x en centimetros, mientras
la base 20 — 2z centimetros, ademas la base del volumen es cuadrado entonces

el volumen de la caja serd: V(z) = (base de la caja) altura
V(z) = (20—22)*r = (400—80z+42%)x = 4002 —802°+4z°centimetros ciibicas.

Hallemos el dominio de definicién de la funcién volumen V' : [0,10] - RV (z) =
0 entonces 400z — 8022 + 423 = 0, 2(20 — 2x)? = 0 entonces z = 0, z = 10 cm.

Entonces V(z) = 400x — 802% + 42® para todo z € [0, 10] cm.

2. Ahora hallemos los limites de la funcién volumen V' (x) en valores de z conside-

rados.

a) Siz — 2,entonces el valor de V(2) serd, mediante uso del operador limite,
esto es:
lim V(z) = lim (4002 — 80x* + 42*) = 512cm?
T—r

r—2

la caja de madera tiene esta capacidad de almacenar de ciertos productos.

b) Si x — 5,entonces el valor de V'(5) sera, mediante uso del operador limite,
esto es:

lim V(z) = 11'11%(400x — 802 + 42°) = 500cm?®
T—r

r—5

la caja de madera tiene esta capacidad de almacenar de ciertos productos.

Calculo Iy 11
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c) Sixz — 8,entonces el valor de V/(8) serd, mediante uso del operador limite,
esto es:

lim V (z) = 1im (4002 — 802* + 42%) = 128cm?
z—8 T—8

la caja de madera tiene esta capacidad de almacenar de ciertos productos,

pero ha disminuido la capacidad de almacenamiento.

d) Six — oo,entonces el valor de V' (00) serd, mediante uso del operador limite

al infinito, esto es:

lim V(x) = lim (4002 — 802* + 42%) = cocm?®

T—00 T—r00

la caja de madera tiene esta capacidad de almacenar de ciertos productos,

pero ha disminuido la capacidad de almacenamiento.

Representacion grafica de la funcién de volumen de caja, esto es:

Volumen de caja de madera
T T T T T

600
500

400

V(x)cm?®
w
8

200

100

x(cm)

Figura 1.59: Volumen de caja en [0, 10]

Ejemplo 1.10.4 Un cargador frontal para remocion de toneladas de material de co-
bre y zinc, adquirido en el ano 2000 estd en reventa en el tiempo arbitrario dado un
modelo matemdtico R(t) = (200000(exp)~* 4+ 50000) mil ddlares.

1. Halle el limite de la funcidn reventa R(t) en el ano 2020, 2030 y 2050.

2. Cudl serd el valor del cargador frontal al momento de su adquisicion.
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3. Que sucede del valor del cargador frontal cuando el tiempo crece infinitamente.
Solucién:

1. Hallamos el limite de la funcién del costo de cargador frontal al momento de la

compra o adquisicién, esto es: t = 2000, significa ano cero t = 0 anos.

R(0) = lim R(t) = 1im(200000(exp) ~*/® 4+ 50000) mil délares.
t—0 t—0
= 1fn5(200000(exp)*t/5 +50000) = (200000(exp) =% + 50000)
_>
= 250000 mil ddlares.

El cargador frontal al momento de su adquisicion se pagé la suma de 250000

mil dolares.
2. Hallamos el precio del cargador frontal después de t afios arbitrarios y esto es:
a) Para el ano 2020 esto implica después de ¢ — 20 anos, el precio sera:

R(20) = lim R(t) = lim (200000(exp)~"® + 50000) mil ddlares.

t—20 t—20
= lim (200000(exp)~® 4 50000) = (200000(exp)~2%/> 4+ 50000)
= 53663.13 mil délares.

Esto significa el precio del cargador frontal se ha devaluado en ésta canti-
dad.

b) Para el ano 2030 esto implica después de t — 30 anos, el precio sera:

R(30) = lim R(t) = tlir?%(QOOOOO(eXp)_t/E’ + 50000) mil délares.

t—30

= lim (200000(exp)~® 4 50000) = (200000(exp) > 4+ 50000)
—

= 50495.75 mil délares.

c¢) Para el ano 2050 esto implica después de ¢ — 50 anos, el precio sera:

— ’ — 1 —t/5 . s
R(50) tlgg) R(t) tllglo(QOOOOO(exp) + 50000) mil dolares.

R(50) = lim (200000(exp)~® 4 50000) = (200000(exp) %> + 50000)

= 50009.75 mil délares.
Calculo Iy 11
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A medida que transcurre el tiempo después de la compra del cargador
frontal, se devalia el precio de la maquina pesada y tiende al valor de

50000 mil doélares.
d) Cuando el tiempo crece infinitamente esto implica t — oo anos, el precio

sera:

R(co) = lim R(t) = lim (200000(exp)~*/* + 50000) mil délares.

t—o00

= Jim (200000(exp)~® 4 50000) = (200000(exp)~>°/> + 50000)

200000

= 1im (200000(exp)~*/° + 50000) = (

t—o0

+ 50000) = 50000 mil délares.

A medida que crece el tiempo infinitamente el valor del cargador frontal,
se devalia y esto tiende a 50000 mil dolares.

Representacion gréfica de la funcién de reventa del cargador frontal.

«10° Costo de reventa de cargador frontal
2.5 T T T T T

R(t)=200000exp(-t/5)+50000

R(t):Miles de délares

30 40 50 60 70
t(afios)

Figura 1.60: Funcién decreciente de costo de reventa

Ejemplo 1.10.5 Analizar la continuidad o discontinuidad del flujo de turistas na-
ctonales o internacionales que llegan a los albergues turisticos de la ciudad de Puerto

Maldonado durante el ano de 2015. La poblacion demogrdfica de turistas esta me-
+t+4
t2 —5t+4
limite de funcion flujo de turistas en el mes de febrero y mes de junio del 2015.

Calculo I y 11
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Solucién:

Hallemos las asintotas de la funcién numerador t* — 5t +4 = (t —4)(t — 1) = 0
entonces t = 1 representa mes de enero, t = 4 representa mes de abril, ésto implica
la poblaciéon de turistas descienden infinitamente esto es:

La funcién demografica de turistas estd definida P(t) para todo t € R — {1,4} y

usamos el operador limite en puntos de asintotas.

1. Sea t = 1 mes de enero la funcién P(t) de turistas en la ciudad de Puerto

Maldonado resulta.

+t+4
Sit < 1 entonces t — 1~ entonces lim P(¢) = lim it
t—1— 51— 12 — 5t + 4
t*+t+4 6
lm Pt) = llm ———M——— = — = —
AP0 = e he—y T T

Esto significa en el mes de enero la poblacion de turistas ha descendido infini-

tamente. )
t t+4
Sit > 1 entonces t — 17 entonces lim P(t) = lim e
t—1+ t—>1+ 12 — bt + 4

2 +1+4 6

Iim P(t) = llm ——M— = — =
Jim PO) =l oGy ~or

Esto significa para el mes de enero la poblacién de turistas es infinita.

2. Seat = 4 mes de abril la poblacion de turistas en la ciudad de Puerto Maldonado

resulta. ,
t“+t+4
Sit < 4 entonces t — 4~ entonces lim P(t) = lim T
t—4— t—s4- 12 — 5t + 4
P +t+4 32
lim P(t)=lm ———— = — = —
S PO = ey T T
t4t+4
Sit > 4 entonces t — 41 entonces lim P(t) = lim e
t—d4+ t—at 12 — 5t + 4
P 4t+4 32
lim P(t) = lm ————— = — =
AP = Ty T T

Esto significa en los meses de enero y abril la poblacion de turistas no existe y
la funcién P(t) es discontinua inevitable.

Representacion grafica de la poblacién de turistas en la ciudad de Puerto Mal-
donado en el 2015.
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representacion de turistas que visitan albergues

lim, _ 1+f(x)= 0o

y:personas turistas

20

-30

t(meses)

Figura 1.61: Funcion creciente, decreciente de turistas que visitan albergues

Hallemos la continuidad de la poblacion P(t) de turistas en el ano 2015, en el mes de
junio t = 6 esto es:
Sit < 6 entonces t — 6~ entonces
4t+4
lim P(t) = lim i e
t—6- t—6— 12 — bt + 4
A
= lim ——
t—6- (t —4)(t —1)

46
— o = 460 turistas

Si t > 6 entonces t — 67 entonces

t2+t+4
lim P(t) = -
Jm PO = Mmoo
i P+t4+4
_ lm—
6+ (£ —4)(t—1)
46

= m = 460 turistas

Los limites laterales son iguales lim P(t) = lim P(t) = 460 turistas en el mes de
t—6— t—6

junio , por lo tanto existe el P’né P(t) = 460 turistas en el me de junio del 2015.
_>

Ejemplo 1.10.6 Una fdbrica de cierto producto de zapatillas ha encontrado un mo-

8x? — 3 7
delo matemdatico de ventas por ano y definida como f(x) = 22—393:::1 millones de
2 — 3z

Calculo I y 11
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dolares por ano, donde x representa millones de dolares invertidas en la producto de
articulos de zapatillas y luego venderlas.;Cual es la maxima venta de zapatillas que

puede esperar la empresa en el tiempo infinito?

Solucion:

Representacion grafica del modelo de ventas de zapatillas:

gréafica de funcién de venta de zapatillas por afio

Iimx_> 1J(x): + oo

lim (=4

X->+ 0o

ganancia de millones de $ venta de zapatillas por afio

10 & 1 1 1 L 1 -
-2 -1 o] 1 2 3 4 5
x:millones de $ invertidas

Figura 1.62: Limite de funciones al infinito e infinito

Ha medida que haga mayor inversion la empresa en la produccion de zapatillas,
existird mayores ventas de la empresa, si invierte mas millones de délares, se necesita
conocer que valor que se aproxima la funcion de ventas en millones de ddlares por ano
f(z), cuando la empresa invierte un capital muy grande, esto es x — oo, utilizamos

concepto de limites al infinito esto es:

812 — 3z +7
xlgg() f(x) = wlggo 2;_—351_1 millones de délares por ano.

1
Sabemos por propiedad de limites al infinito lim — — 0 para todo n € IN sea par o

T—o0 U
impar.
17
8—-3—+—
lim f(z) = lim ——%—% millones de délares por aiio
2-3- 1
r

8
= 5= 4 millones de délares por ano
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Esto implica que por méas que se invierta muchos millones de ddlares americanos,
siempre la venta méximas serd de f(x = co) = 4 millones de ddlares por afnio més ni

menos.

Ejemplo 1.10.7 La produccion de un articulo no consumible de una mdquina en-
samblador de juguetes electronicos encontro un modelo matemadtico expresado por
P(z) = 400(1 — (exp)2935%) juguetes por dia, donde x representa dias. Halle la can-
tidad de juguetes producidas por la maquina ensambladora al cabo de 5 dias y 15 dias,

30 dias, ademdas el nimero mdzimo de juguetes al tiempo infinito.

Solucion:
Utilizamos los conceptos de limites finitos de una funcién real para los dias conside-

rados.

1. Sea z = 5 dias entonces la produccién de la maquina ensambladora de P(5)

resulta:

P(5) = lim P(x) = lfn}) 400(1 — (exp)~0035)
T—

r—5

= HH% 400(1 _ (eXp)70.035:E> — 400(1 o (exp)70‘035(5))
z—

= 64 juguetes por dia

2. Sea x = 15 dfas entonces la produccién de la maquina ensambladora de P(15)

resulta:

P(15) = lim P(x) = lim 400(1 — (exp) *%7)

z—15 z—15

= 1lim 400(1 — (exp) ™) = 400(1 — (exp)~*03°1))

rz—15

= 163 juguetes por dia

3. Sea x = 30 dfas entonces la produccién de la mdquina ensambladora de P(30)

resulta:

P(30) = lim P(z) = lim 400(1 — (exp)~0-035)

z—30
= h’rglo 400(1 - (exp)—0.035x) — 400(1 o (exp)—0.035(30))
T
= 260 juguetes por dia
Cdlculo Iy I1
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4. La maxima produccion de la maquina ensambladora es cuando el tiempo sea

muy grande, esto es:

P(oc) = lim P(z) = lim 400(1 — (exp) 00357
— 1m 400(1 — (exp) U — 400(1 — (exp) 0035
T—r00

= 400 juguetes por dia

La representacién gréafica de la funcion ensambladora de juguetes de una maqui-
na ensamblador de juguetes electronicos encontré un modelo matematico expre-

sado por P(x) = 400(1 — (exp)~295") juguetes por dia es:

Funcén ensambladora de juguetes

N
o
o

y=400(1 - exp(-0.35x))

w
o
o

n
o
o

o

y(x):NUmero de juguetes
B
8

R
o
o

-200

x(dias)

Figura 1.63: Limite de funciones al infinito

Ejemplo 1.10.8 La poblacién inicial de palomas es 8000 en la Plaza de Armas de la
ciudad de Cusco. Si un Técnico de aves nos da una informacion que el crecimiento

de la poblacion es aprorimadamente anual es mediante el modelo matemadtico de,
P(t) = 8000(1 + 0.85t + 0.5t> + 0.2t%) palomas por ano.

1. Halle la poblacion de palomas al cabo de 5 anos.
2. Halle la poblacion de palomas al cabo de 10 anos

3. Halle la poblacion de palomas al cabo de 20 anos
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Solucion:

P(5) = 8000 7151/H5l(1 + 0.85t — 0.5¢* + 0.2t%) = 142000 palomas
—
P(10) = 8000 th’nl%(l + 0.85¢t — 0.5¢% 4 0.2t*) = 1276000 palomas
—

P(15) = 8000 lim (1+0.85¢ — 0.5t* + 0.2t%) = 4610000 palomas

Estas son limites finitos aplicados a funciones de crecimiento de poblacién de aves en

la ciudad del Cusco y su representacién grafica es:

«10° Crecimiento poblacional de palomas
T T T T T T T T

12 -
y:8000(1+0.85x—0.5x2+0.2x3)
10 B

8 4

6 I 4

y(t): Nimero de palomas

t(ahos)

Figura 1.64: Limite finito de funciones

Ejemplo 1.10.9 Una escalera de la Compania de Bomberos 25 pies de longitud, esta
apoya a una pared de una casa. Si se desplaza el pie de la escalera de modo que se

aleja la base de la casa a una razon de 2 pies por sequndo. Su extremo superior des-
10z

V625 — 22

pies por sequndo, donde x: es la distancia entre el pie de la pared y la escalera apoya

cenderd por la pared de la casa mediante un modelo matemdtico de v(z) =

en la casa.Helle:

1. La velocidad de descendencia de la escalera cuando la posicion de la base sea

x =17 pies

2. La velocidad de arrastre de la escalera cuando la posicion de la base sea x = 15

pies

3. La velocidad de arrastre st x se aproxima a 25 pies por la izquierda.
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108 1.10. Aplicacion de limites al contexto real

Solucion:

La velocidad de arrastre de la escalera, apoyada a una pared verticalmente para
10z

\/ﬁ pies/seg :

Célculo de funcién velocidad de arrastre v(z) cuando  — 7 pies.

cualquier posicién esto es,v(zx) =

(7) i T 70
v e 11m g
227625 — 22 (/625 — (7)?
70 70
(7)) = ——— = — = 2.9 pies por segundo desciende la escalera.
(7) e X pies por seg

Calculo de limite de la funcién velocidad de arrastre v(z) cuando recorre aproxima-

damente una distancia vertical de 15pies, esto es:

. 10z 150

1m =

2=15 /625 — 22 /625 — (15)2
150 150

v(lh)) = ——————— = —— = 7.5 pies por segundo desciende la escalera.
o) 625 (15 20 PO

v(15) =

Calculo de velocidad de arrastre v(x) cuando recorre aproximadamente una distancia

vertical de 25pies. Esto es una situacion irreal.

(257) ” 10x 250
v = 11m =
a=25- /625 — 22 /625 — (625)2
250 150
v(257) = = = —00 no existe

625 — (252 0

funcioén velocidad de arrastre vertical

30

28

26

24

22

20

v(x)(pies/seg)

18 r

16

14

12

10

-30 -20 -10 o 10 20 30
x(pies)

Figura 1.65: Limite finito de funciones
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Capitulo 2

Derivada de funciones reales

2.1. Introducciéon

Los problemas tipicos que dieron origen al calculo infinitesimal, surge en Grecia y
posteriormente es fundamentado de manera formal y rigurosa por Isaac Newton(1642-
1727) y Gottfried Leibniz(1646-1716), quienes en sus investigaciones respectivas con-
servan la naturaleza geométrica, y conceptuaron a la derivada como un cociente incre-
mental de una funcion dependiente respecto a la variable independiente y no como una
concepcion fisica, esto es la velocidad; finalmente desarrollan estructuras del calculo
diferencial y célculo integral.

En matematicas superior, la derivacion es una de las operaciones del calculo dife-
rencial, se efectia con las funciones reales que describen numerosos problemas de
ciencias formales y sociales, apoyadas en estructuras del problema de pendientes, en
problemas de velocidades y aceleraciones, en problema de variaciones de cantidades
especificas de cierta cantidad fisica, quimica, economia, cambios climaticos, proble-
mas relacionados al medio ambiente, problemas de procesos agroindustriales, cadena
de alimentacion agroforestales, repoblamiento de plantas maderables y no maderables
después del incendio, crecimiento o extincién de especies de fauna y flora en el tiempo
constituyen problemas de razén de cambio o problemas de pendientes geométricos,
problemas de maximos y minimos.

Cuando surgen cuestiones concernientes de razén de cambio de dos cantidades de
variables uno dependiente, con respecto a otra variable independiente, de tal modo
la variacién de estas variables independientes sean tan pequenas como se quiera, sig-

nifica que estamos en el dmbito del campo Calculo Diferencial. Si una variable de
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110 2.2. Problema de tangentes, velocidades y razon de cambio

una cantidad de valor inicial pasa de a otro valor final, entonces en dicha variable
ha sufrido o ha tenido un incremento dimensional ( positivo o negativo), para ello
basta con hallar la diferencia entre el valor final y el inicial, y se denota o expresa la
diferencia mediante el simbolo Ax = x — xg, que se lee delta de x, el incremento puede
resultar positivo o negativo, dependiendo si la variable aumenta o disminuye al pasar
de un valor a otro, [3]. Del mismo, se obtiene incremento de la variable dependiente
denominada funcién y = f(z) mediante la notacién Ay = y — yo, se lee delta de y, el
incremento puede resultar positivo o negativo, dependiendo si la variable aumenta o
disminuye al pasar de un valor a otro.
Ahora definimos el cociente del incremento de las variables o razon de cambio de va-
dy f(z) = f(@o)

riables expresadas, pero puesto en limite como: — = lim
T Tz T — Xg

derivada de una funcién y = f(x) respecto a la variable z o de una cantidad especifi-

ésta define la

ca objeto o cuestiones subjetivas como la variacién relativa de cantidades especificas
respecto a otras cantidades independientes muy pequenas. En fisica el concepto de
derivada de una funcién de posicién de una particula denotada por s(t) (metros, pies,
cm, ete), los cuales describen las distintas posiciones que toma la particula sobre la
trayectoria en distintos instantes de tiempo, es decir la derivada de ésta funcién de
posicion, es la velocidad del movimiento de una particula en el instante de tiempo y
la aceleracion de la particula en movimiento, viene a ser la rapidez de la velocidad en
un intervalo de tiempo, [10], [21].

La reproduccién de bacterias benignas, hongos comestibles, insectos, virus etc en un
determinado laboratorio, en el tiempo establecido y necesario, nos proporciona medios
de aplicacion del concepto de derivada en el area de Biologia, la variacion de costos,
utilidades, pérdidas de produccién, costos marginales es la aplicacién de la derivada

en el drea de ciencias econémicas, sociales, ambientales y entre otros.

2.2. Problema de tangentes, velocidades y razén

de cambio

2.2.1. Problema de tangentes(Concepto geométrico)

Dada una curva C denotada y = f(x), se desea calcular la pendiente de la recta

tangente a la curva C, en el punto Py = (¢, yo), entonces se considera cualquier otro
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2. Derivada de funciones reales 111

punto arbitrario sobre la curva C, es decir, @) = (z,y); donde = # xy. Definamos la

pendiente de la recta secante sobre la recta P(ij , mediante el cociente de variaciones
f(x) — f(z0)

r — X9
Ahora analizamos el comportamiento de la funcién cuando = sea tan cercano a x,

de la funcién y respecto a la variable independiente x, esto es: m, =

es decir cuando el punto ) sobre la curva se aproxima al punto F, sobre la curva
C, entonces se tiene la pendiente de la recta tangente en el punto Py = (xg, %) - En
conclusion la pendiente de la recta secante de la curva C se aproxima a la pendiente
de la recta tangente de la curva C, en el punto Py y tenemos la expresion simbdlica,
[21], [19].

fl@) = f(xo) _ dy

mp = lim m, = lim —————= =
T—To T—T0 T — X dx

La representacion gréfica de f(z) es:

Muchos problemas de situacién real son descritas por modelos matematicos del anali-

Vi L; , L C

L:
S o Qx.y)
- £(x,)
FE Y ET s

EET e

Figura 2.1: Pendiente de la recta tangente a la curva C

sis matematico, pueden transferirse o depender de ciertas caracteristicas reales crea-
das por la intervencién de la mano del hombre o sin la participacion de ella es de-
cir fenémenos naturales que ocurren con el trascurrir del tiempo, en este sentido se
acredita a los hombres la invencién del célculo. El problema de tangentes, permite
comprender y desarrollar técnicas en la soluciéon de una gama de problemas sociales,
fisicos, econémicas, politicos y ambientales y otros constituyen la columna vertebral

de la ciencia y la tecnologia en la actualidad que pueden ser expresados mediante
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112 2.2. Problema de tangentes, velocidades y razon de cambio

conceptos de derivadas. Notacién de la derivada de una funcién f'(x) respecto a la

variable independiente x.

1. Sea f'(z) = lim M , Notacién segun Lagrange, y se lee f prima de

2. Sea D, f(x) = lim M Notacion segin Cauchy, se lee D sub z de la
T—T0 T — Zo
funcién f(z).
t) — s(t
3. Sea §'(t) = thr? w , Notacién segun I. Newton, se lee s'(t) velocidad
—1t0 — g
del mévil. y se puede definir la aceleracion del moévil como la segunda derivada
de s"(t) respecto al tiempo ¢.

1 Sea W _ g S@) = f@0) _ o f@+h) = )

€T t—xo X — Xo h—0 h

Notacién de G. Leibniz, usualmente se utiliza la notacién de Lagrange f(x).

Ejemplo 2.2.1 Usando la definicion de derivada de una funcion, halle la primera
derivada. Encontrar la ecuacién de la recta tangente a la curva C:y = 223 — 322 —

11z 46 en el punto Py = (—1.5,9) y asi mismo en el punto P' = (2.2, —-11.4).

Solucién:

representacion grafica:

A
L, Y
| y=2x"-3x"-11x+6
/
B
I \
I
|
|
s
-11.4

Figura 2.2: Pendientes de la rectas tangentes a la curva C

Analizando la grafica de la funcion definida se tiene, una familia de rectas secantes

que cortan a la curva y que pasan por los puntos Py y P’ , ademads los puntos Q) y Q'
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2. Derivada de funciones reales 113

se trasladan sobre la curva como rectas secantes aproximandose cada vez a una recta

tangente en los puntos indicados como se observa en la figura 2.2

1.

Usando la definiciéon de pendiente de una recta secante, tomar un punto arbi-
trario @) = (x,y) sobre la curva C y punto de paso Py = (—1.5,9), sustituyendo

en la expresion simbodlica de derivada de una funcién se tiene:

dy . flz)—= f(—1.5) . 223 —32% — 11z — 3
— = lim = lim

dx z—-15 z+ 1.5 z——15 r+1.5

d 1. 2 _6x—2

Y~ iim (z+15)(" — 6 —2) = lim (2% — 6z —2)
dx z——1.5 z+1.5 xz——1.5

. La pendiente de la recta tangente a la curva es:

mr= lim m,= lim (2* — 6x —2) = 11.5 entonces a = arctag(11.5) = 85
r——1.5 z——1.5

La recta tangente a la curva C que pasa por el punto Py esto es:y — yo =
mr(z — xp), mientras la recta normal a la curva es: y — yo = —m—T(x — xp), en
efecto:

L7: Recta tangente a la curva C, y —9 = 11.5(x + 1.5)

Ly: Recta normal a la curva C, y — 9 = —%5(33 +1.5)

Usando la definicién de pendiente de una recta secante, tomar un punto arbitra-
rio ' = (z,y) sobre la curva C y punto de paso P} = (2.2, —11.42), sustituyendo

en la expresion simbodlica de derivada de una funcién se tiene:

dy . f(z) = f(2.2) . 223 — 32% — 11lx + 17.42

- = lim ———* = lim

dz =22 1 —2.2 w—2.2 r— 2.2

d —2.2)(22% + 1.42 — 7.92

e (= J(2e” + Lz ) = lim (22° + 1.47 — 7.92)

dz —2.2 T — 2.2 2-32.2

La pendiente de la recta tangente a la curva es:

mp = lim m, = Hm (22° + 1.4x — 7.92) = 4.84 . a = arctag(4.84) = 78°
22.2 22.2

La recta tangente y la normal a la curva C que pasa por el punto PJ esto es:
Lp: Recta tangente a la curva C, y 4+ 11.42 = 4.84(z — 2.2)

Ly: Recta normal a la curva C, y + 11.42 = — - (z — 2.2)

2.2.2. Problema de velocidades(concepto fisico)

Examinar el movimiento de un cuerpo solido o mévil, el lanzamiento de un proyec-

til verticalmente o caida de cuerpo libre o rotacional de un pistén dentro del cilindro
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114 2.2. Problema de tangentes, velocidades y razon de cambio

de una moto. Sea la distancia o posicién del mévil s(t) que depende del tiempo ¢,
luego se puede medir la posicién inicial s(ty) es decir para un tiempo de inicio tg. De
modo que la funcién velocidad se define como:

Sea s = f(t) la posicién arbitraria del mévil en tiempo arbitrario ¢ y asi mismo se
tiene la posicién después de un tiempo s1(t) = f(t + At) esto es t + At entonces la

velocidad del mévil sera:
s(t+ At) —s(t)  ds

v(t) = lim = — expresa la velocidad del mévil en ¢
t—to t—to dt
t+ At) —o(t d
a(t) = lim ot + 48 —vt) _ dv expresa la aceleracion del mévil en ¢

t—to t—to dt
Ejemplo 2.2.2 [nvestigar el movimiento parabdlico de un objeto (pelota), producida

por accion de la gravedad g = 32pies/s, se lanza hacia arriba desde una plataforma
del observatorio de Obelisco en la ciudad de Puerto Maldonado, que tiene 120 pies
de altura desde el suelo, el modelo matemadatico que describe la trayectoria del objeto
(pelota) es: h(t) = —16t% + 86t + 170 pies. Calcule la velocidad instantdnea después
de t = 4 sequndos que se lanzo la pelota, altura mazrima que alcanza la pelota medido

desde el suelo y el tiempo cuando la pelota toca el suelo.

Solucion:

La representacién geométrica del fenémeno fisico de movimiento parabdlico.

h(t) pies
A \
378.2 v,
%
Vyy 285.6 pies
vo Yo L,
170 . > =
R A AUW)
L
—> 1(s)
0 4 6.98

Figura 2.3: Problema de movimiento parabdlico

Analizando la gréfica de la funcién altura h(t), que describe la trayectoria de la

pelota lanzado a partir del s6tano y se observa un movimiento parabdlico, se traza una
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recta secante que corta a la pardbola en dos puntos. Sea el punto de paso Py = (4, 258),
luego la se traslada realizando una trayectoria continua, finalmente la recta secante
se aproximandose cada vez a una recta tangente al cabo de ¢ = 4seg como se observa
el fenémeno fisico.

Determinamos la funcion velocidad en cualquier tiempo, usando la definiciéon de

derivada de una funcion en ¢t = 4

s(t) — s(4) p —16t* + 86t — 88

v(t) = lm t—4 i t—4
B (t —4)(—32t +86) .
vy(t) = llgi - = 113&(—3275 + 86)
vy(4) = 11’11;(—3275 + 86) = —43pies/seg
%
La aceleracién de la gravedad arbitraria es a, = —32pies/seg?

2.2.3. El problema de razén de cambio

Consideramos una funcién y = f(x) que representa una cantidad especifica de-
pendiente de otra cantidad x (variable independiente). Dada una cantidad = que
cambia de 1 a x5 entonces el incremento de x denotada por Azxr = x5 — 21, asi mismo
ocurre el incremento en la variable dependiente y denotado por siguiente expresion
Ay =y — 1.

Definimos el cociente de incrementos:

Ay -0
Ar 19— 1

Definimos razén de cambio instantaneo:

Ay Y=
lim — = lim

T—T1 T T—=T1 Lo — 1

Los inventores del calculo diferencial fueron los matematicos Isaac Newton para re-
solver problemas de fisica y astronomia; y por Godofredo Leibniz para resolver pro-
blemas de geometria y finalmente con mayor rigor axiomatico y complejo fue tratado

por Juan D Lambert, Lipsnitz entre otros, [4], [21].

Ejemplo 2.2.3 FEstablecer el ritmo de crecimiento de la poblacion de la region de
Madre de Dios que en la actualidad la poblacion elector es 70,000 habitantes en 2016,
luego se propone incrementar para el siguiente proceso electoral a 150,000 habitantes

en 2021.
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Solucién: Usamos razén de cambio instantdneo poblacional en la region de Madre

de Dios.
dy . Ay y(2021) — y(2016)
— = lim —2 = lim
dx Az—0 Az Az—0 2021 — 2016
150000 — 70000

= E = 36000 habitantes por ano

Si la poblacién de Puerto de Maldonado crece con este ritmo, entonces el ano 2021
seria 160000 habitantes, para verificar esta aproximacion se tendra que verificar me-
diante Censo Nacional de esta época, explicar las razones de exceso o disminucién
de la poblacién en la region Madre de Dios, apoyados en los factores climatoldgicos,
ambientales, o enfermedades que pueden extinguir a la poblacién, sino a las especies
de fauna y flora, ademas de contar con oportunidades de trabajo, para la subsistencia

de la raza humana.

Definicién 2.1 (Concepto de derivada de una funcién real) Una funcion f :
D C R — R tal que f(x) sea continua en un punto xo del dominio de definicion. La
derivada de la funcion real f(x) estd definido como la aplicacion y puesto en limite,

es decir:

) I~ fo)

dx T—To T — Zo

= f'(z)
siempre que existe el limite.

f'(x) existe & 1im M — lim M
Lo T — Zo TT( 4 T — T

son llamados limites laterales de f(x) en xqo , [153], [18], [21].

Definicién 2.2 (Interpretacién geométrica de la derivada de una funcién)
El significado geométrico de la derivada de una funcion f(x) en un punto fijo Py sobre
la curva: C' y otro punto arbitrario () sobre la curva: C' y trazamos una recta secante
entre estos dos puntos, cuya pendiente de la recta secante Lg es el cociente de las
variaciones, [18], [21].

~ f(h+m) — flzo) Ay
msg = = —-—
h+ x9 — 2o Ax

La recta secante que pasa por Py y un punto arbitrario () ocupa diversas posiciones

sobre la trayectoria C: de rectas secantes definido por la ecuacion y—yo = mg(x—xg).
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Ahora si el punto QQ se aproxima indefinidamente al punto Py, siguiendo la trayectoria
de la curva C:, entonces la pendiente de la recta secante mg se aprorima a la pendiente

de la recta tangente my que pasa por el punto de paso P, , esto es:

f(h+x0) — f(20)
h

mr = lim
h—0

— / — 11
= f'(wo) = lim m

y se observa la grdfica.

Figura 2.4: Interpretacién geométrica: Derivada de una f(x)

Finalmente establecemos las rectas tangente y normal a la curva C: y = f(x), que

pasa por el punto py = (2o, ¥o), estos son:

Ly:y—yo=mr(x —mz9) ¥ LN:y—yo:—miT(x—xo)
Definicién 2.3 (Interpretacién fisica de la derivada de una funcién) El sig-
nificado fisico de la derivada de una funcion de desplazamiento o posicion de un
movil s(t), que describe la trayectoria del movimiento de una particula, siguiendo una
trayectoria rectilinea o curvilinea definida por una relacion funcional de posicién s(t)
con unidad de medida en el sistema internacional(m, cm, pies, km etc.) en instante
de tiempo t unidad de medida (sequndos. Minutos, horas etc.)

Se considera que la particula se encuentra inicialmente en la posicion s(ty), al cabo

de ty mas tarde en el ubicada en la posicion s(t) en el tiempo t.

1. Definimos la velocidad promedio de la particula o mévil s(t) mediante la expre-

sién matematica:

_ As(t)  s(t) —s(to)

At t—to

U (1)
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118 2.2. Problema de tangentes, velocidades y razon de cambio

2. Definamos la velocidad instantanea en ¢, esto es:

ok LAl s(t) = slto)
vlto) = Jim om(t) = fi =R = M ==

3. Definimos la aceleracién promedio de la particula o mévil s(¢) mediante la ex-

presion matematica:

_ Av(t)  w(t) —v(to)

At t—to

am@)

4. Definamos la aceleracién instantanea en tg, esto es:

3 ’ AU(t) IRT: U(t) - U(to)
olto) = Jig on®) =0 TR TR T

Teorema 2.2.1 Para que una funcion f : D C R — R sea derivable en el punto
xg € DN D' es necesario y suficiente que exista ¢ € R tal que xo + h € D entonces
r(h)

f(xo + h) = f(xo) + ¢+ h+r(h) donde flzﬁ%T = 0, en caso afirmativo se tiene
_>
¢ = ['(x0)

Observacién: Si f: D — Ry z,€ DN D' La derivada de la funcién en el punto

To es el limite:

f(z) = f(@o) — lim f(zo +h) = f(zo)
z—T0 T — T h—0 h

Bien entendido, limite anterior puede existir o no. Si existe se dice f(z) es derivable
en el punto zy. Cuando existe la derivada f’(z) en todo los puntos z € DN D'.

Se dice que la funcién f: D — R f(x) es derivable en el conjunto D.

Obteniéndose una nueva funcién f' : D N D" — R tal que f/(x) llamada funcién

derivable de f(x). Si f/(x) es continua se dice que f(z) es de clase C*.

Teorema 2.2.2 Una funcion f(x) es continua en los puntos donde es derivable. Si
existen ambas derivadas laterales f (xo) y [ (xo) entonces f(x) es continua en el

punto xq

Ejemplo 2.2.4 Determine la velocidad y aceleracion del movil(gato motes) que se
desplaza mediante la funcién de posicién definida por s(t) = t* — 3t3 + 9t* + 26t — 3

pies y el tiempo tseq, arbitraria y al cabo de 2 sequndos.

Solucion:
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1. Hallemos la velocidad promedio del gato montes en t = 2 seg

CORTE)

t—2 t—2
=3P+ 917 4 26t — 3 — 77
v(t) = lim
t—2 t—2
L =)=+ Te+40) e o
vlt) = b t—9 —%5121(75 — t° 4 Tt + 40) = 58pies/seg

2. La velocidad instantanea del gato montes en cualquier instante de tiempo.

s(t+h) — s(t)

v(t) = }ILI/H%) Y velocidad arbitraria del mévil en cualquier tiempo
—
At3 4 42h? + 8th® + h* — 9t°h — 9th® — 3h® + 18th 4 9h> + 26h
v(t) = lim :
Y

v(t) = lim (4% + 4t°h + 8th® + h* — 9t* — 9th — 3h* + 18t + 26)
—

v(t) = (4% — 9t 4 18t + 26) pies/seg

3. Hallemos la aceleracién promedio del gato montes en t = 2seg

i 20 = 0(2)

t—2 t—2
. 4t° — 9* 4- 18t 4- 26 — 58
a(t) = lim
t—2 t—2
o (t=2)Ar—t+16) o 2
a(t) = 11&1; P = 1gr21(4t —t+ 16) = 30pies/seg

La aceleracién promedio del gato montes es positiva y variable para cada tiempo.

4. Hallemos la aceleracion instantanea del gato montes en ¢ cualquiera.

v(t+h) —o(t)

0=
4+ h)>—9(t+h)?+18(t + h) + 26 — (4¢3 — 9% + 18t + 26
a(t)zlim(+) 9(t+ h)* +18(t + h) + ( + 18 + 26)
h—0 h
. At +h)? —=9(t + h)? + 18(t + h) + 26 — (4> — 9> + 18t + 26)
0 = iy i
—

utilizando las propiedades algebraicas de binomio de Newton y la diferencia de

cubos entre otros del dlgebra resulta

a(t) = (12t* — 18t + 18)pies/seg?

Calculo I y 11
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Representacion grafica de las trayectorias realizadas del gato montes: La posicion,

velocidad y aceleracién en cualquier instante de tiempo.

Funcién de posicion, velocidad y aceleracion
T T T T

s(t):Posicion
v(t):Velocidad /

600 [

a(t):aceleracion

500

400

300

s(), v(t), at)

200

loox—
0 P>~

t(seg)

Figura 2.5: Movimiento realizado por el gato Montés

Ejemplo 2.2.5 Determine la derivada de la funcion y = cos4x y calcule la pendiente

de la recta tangente en f'(m/6)

Solucion:

1. Usaremos el concepto de derivada de una funcion, esto es:

flx+h)— f(x) cos(4x + 4h) — cos(4x)

! . ’ o z
A h
, . cos(4x) cos(4h) — sen(4x) sen(4h) — cos(4x)
o= h
— 4z)(1 — 4h) — 4 4h
f'(z) = }lLl/H(l) cos(dz)(1 — cos( h) sen(4z) sen( ), usamos la propiedad de limites
—
, . —cos(4x)(1 —cos(4h) . sen(4x)sen(4h)
o)y =i h T
. —4cos(4x)(1 — cos(4h) ., 4sen(4x)sen(4h)
/ _ —
flz) = lim 4h M ih
(1 — cos(4h) sen(4h)

flx) =
Calculo Iy 11

—4cos(4x) lim

h—0

— 4sen(4x) flzlgcl) I
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, 1. (1 —cos(4h) sen(4h)
Ademaés se sabe: }Llir(l) =0 Ilg% T

f'(z) = —4sen(4x)
2. Obtenemos la pendiente de la tangente a la curva de coseno:
mr = f'(7/6) = —4sen(47/6) = 2v/3
3. Representacion grafica:

Recta tangente y normal sobre funcién coseno

y=c0os(4*x)
y1=-4*sin(4*x) |

Lt

y(x)

Ln

N

Figura 2.6: grafica de f(x)y f'(x)

Tenemos las rectas tangente y la recta normal a la curva C: en el punto F,

1 1 1
Ly — =2 - Ly : —=——F( —
7Y+ 5 \/g(a: 7/6) vy Nyt 5 2\/§(x 7/6)

Ejemplo 2.2.6 Dada la funcion de posicion de una particula de un movil definida

por f(z) = 32> —22% +4x +5

1. Determine la derivada de la funcion usando la definicion bdsica de la derivada

de una funcion f'(1).

2. Encontrar la recta tangente y la recta normal, ademds grdficar las trayectorias

realizadas por la particula.

Solucion:

Calculo I y 11




122 2.2. Problema de tangentes, velocidades y razon de cambio

1. Utilizamos las propiedades de derivacién para funciones reales.

(B(z+h)?—2(x+h)?>+4(x +h) +5) — (323 — 22° + 42 + 5)

/ _ ,
flo =i h

, . 9hax? + 9xh? + 3h® — 4xh — 2h? + 4h
fi(x) = lim

h—0 h
h(9z% + 9zh + 3h? — 4z — 2h + 4)

/ o ’
Py = h
f(z) = }lLl'H(l](9LIZ'2 +92h +3h* — 4 — 2h +4) = 92° — 4o + 4

—

2. Hallamos la pendiente de la recta tangente a la curva C, en el punto de paso

establecido: f'(1) = h'n} 92° —4xr+4=9
Tr—r
3. Determinamos las rectas tangente y normal en el punto Py = (1, 10)

1
Lr:y—10=9(zx—1) vy LN:y—10:—§(x—1)

4. Representacién grafica de recta tangente y normal en punto Py = (1, 10)

trazo de recta atangente y recta normal a y(x)

YW
dy(x)/dx | 7

50

40 r

30
201
10 frormim e e = g

0
ol Ln //

y(x)

[ S O A

\

L
15 2

20

=30 T,

-40

Figura 2.7: Recta tangente y normal a la curva C: f(x)

Ejemplo 2.2.7 Determine la derivada de la funcion y = sec(3x), ademds y'(w/4) y

la recta tangente a la curva C':

Solucion:

Calculo Iy 11




2. Derivada de funciones reales 123

1. Utilizamos el concepto de la derivada de una funcién y uso de las propiedades:

f(z) = lim sec(3x + 3h) —sec(3x) ., cos(3z) — cos(3x + 3h)

h—0 h k>0 hcos(3x) cos(3z + 3h)
. cos(3z) — cos(3z) cos(3h) + sen(3x) sen(3h)
(@) = 1
fz) ho h cos(3x) cos(3z + 3h)
. cos(3z)(1 — cos(3h)) + sen(3z) sen(3h)
! =1
f(z) I h cos(3z) cos(3z + 3h)

, . cos(3x)(1 — cos(3h)) , sen(3z) sen(3h)
flz) = ilzlg(l) hcos(3z) cos(3z + 3h)  h—0 hcos(3x) cos(3z + 3h)

3cos(3x)(1 — cos(3h)) ) 3sen(3z) sen(3h)
h—0 3h cos(3x) cos(3z + 3h)  h—0 3h cos(3x) cos(3x + 3h)
3tan(3x) sen(3h)

/ 14 _
fl(z) = ’lllir(l) Shcos(Br £30) 3 tan(3z) sec(3x)

2. Hallemos la pendiente de la recta tangente a la curva C: en el punto F.

f(7/4) = lim (3tan(3z)sec(3z)) = 3v/2

x—7/4

3. Determinar las rectas tangente y normal de curva C: en Py = (7/4,V/2) y

representacién geométrica.

Lriy—vZ=3V2c—n/4) vy LN:y—\/iz—g\%(x—w/zi)

Recta tangente y normal de funcién secante en x=pi/4

30
20 F y=sec(3*x) i
10 "—_—’J \ T
o —
10 F Ln_’ X: 44.85
Y:-1.426
§ -20
30 F
-40 + Lt
-50
-60 -
-70 .
[0} 20 40 60 80 100 120

Figura 2.8: Recta tangente y normal a la curva C: f(x)

Calculo I y 11




124 2.2. Problema de tangentes, velocidades y razon de cambio

Ejemplo 2.2.8 Halle la primera derivada de la funcion
fla) =a* = (1/3)2” — (3/2)a
, ademas presente la grdfica de las funcion original y la primera derivada.

1. Uso de la definicion:

h—0 h

Sabemos que f(z) = x*—(1/3)2® — (3/2)z? entonces la funcién f(z+h) resulta:

flx+h)=(x+h)*—(1/3)(x+h)>—(3/2)(x + h)?

desarrollando por método de binomio de Newton se tiene
(x + h)* = 2* + 423h + 622h? + 4ah® + h?
—(1/3)(z + h)? = —(1/3)2® — 2*h — zh?® — (1/3)h?

—(3/2)(x + h)? = —(3/2)2% — 3xh — (3/2)h?

2. Haciendo la operacion de suma y resta de polinomios en las variables x y h y

tenemos:

f(z+h) — f(z) = 42°h + 62°h* + h* — 2*h — (1/3)h* — 3zh — (3/2)h?

fx+h)— f(z)  4a®h+62°h* + h* — 2®h — (1/3)h® — 3zh — (3/2)h?
h B h

3. Aplicando el operador limite a cada miembro y resulta:

i flx+h)—f(z) i 4230 + 62°h* + h* — 2?h — (1/3)h3 — 3xh — (3/2)h?
B h ~ hs0 h

fl(x) = lm[da® + 62*h + h* — 2% — (1/3)h* — 3z — (3/2)h]

h—0

fl(r) = 42° —2* - 32

Esta es la funcién derivada de f(z) definida en todo punto de la recta real.
Ademas la funcién original es un polinomio de cuarto grado, mientras la funcion
derivada es un polinomio de tercer grado, entonces f(x) es de clase C!, esto
implica admite derivadas de orden superior.

Representacién gréafica de las funciones f(x) y f'(z).

Calculo Iy 11
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gréfica de funcién original y primera derivada

30

— f(x)
———— df(x)/dx

20

0r

f(x)

-10

-20

-30

Figura 2.9: Gréfica de la funcién f(z) y f'(x)

Ejemplo 2.2.9 Halle la primera derivada de la funcion f(x) = tan(2z) y hacer la

representacion grdfica.

Solucién:
Representacién grafica de las funciones f(x) y f'(x) respectivamente.

y
Uso de la definicion: /() = lim f+ h})b — /(@)
in

gréfica de funciones y, dy/dx
T T — T T

y=tan2x i

— dy/dx=2sec?(2x)

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figura 2.10: Grafica de la funcién f(x) y dy/dx

Calculo I y 11
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tanx + tany

Sabemos que tan(z +y) = propiedad de funciones trigonométricas.

1 —tanz - tany

tan 2z + tan 2h
— 2r +2h) =
floth) =tan(r +2h) = o on

tan 2z + tan 2h ta 2
— tan 2z
flx+h) - f(z) _ 1 —tan2z -tan2h
h h
Aplicando el operador limite a cada miembro y se tiene:
tan 2x + tan 2h tam 9
— tan 2x
flx+h)— f(z) _ 1—tan2z -tan2h
h h
tan 2x + tan 2h tam 2
— tan 2z
. fle+h)—f(x) .. 1—tan2z-tan2h
lim = lim
h—0 h h—0 h
Flz) = lim tan 2z + tan 2h — tan 2z + tan®(2x) - tan 2h

h—0 h(1 — tan 2x - tan 2h)

. tan2h + tan?(2x) - tan 2h
= lim
h—0  h(1 —tan2z - tan2h)

. tan2h(1 + tan?(2z))
= lim
h—0 h(1 — tan 2z - tan 2h)

tan 2h - sec?(2
— lfm —2 sec”(2z) = 2sec?(2z)
h—0 h(1 — tan 2z - tan 2h)

2?4+ 3x+2

Ejemplo 2.2.10 Halle la primera derivada de la funcién f(x) = P o +r43 Y

hacer la representacion grdfica. Ademdas halle f'(1) y f'(2).

22+ 3z +2
3 — 2224+ x4+ 3

Hallamos la primera derivada de la funcién:
. o L : , 9= fd

Aplicando reglas de derivacién para una funcién cociente (f/g)’ = =5~ a cada

g

miembro y se tiene:

x4+ h)— f(z
ERECAOES (G
(22 +3)(2® — 22> + v+ 3) — (2?2 + 3z +2)(32* — 4z + 1)

f'w) = (23 — 222 + x + 3)?

Desarrollando el numerador bajo las propiedades algebraicas y operaciones aritméti-

cas se tiene.
—xt — 62 — b2+ 14+ 7

(23 — 222 + x + 3)?

f'(x) =

Calculo Iy 11
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Hallamos los valores de las pendientes de las rectas en x = 1 e x = 2, en efecto:

4 3 2 14
Si x = 1 entonces f'(1) = lim N $+7:1

21 (23 — 222 + x + 3)2

) =t — 623 =524+ M+ 7 49
Si@ =2 entonces f/(2) = liy (@ =22 +x+332 25

Representacién grafica de las funciones f(x) y f’(x) respectivamente.

Representacion geométrica de y(x), dy(x)/dx

y(x)
dy(x)/dx |

y0)

Figura 2.11: Gréfica de funciones f(z) y dy/dx

2.2.4. Ejercicios propuestos

243 3
1. Dadas las funciones f(r) = 23+ 22 +2+3yy = % Halle la derivadas
s

de la funcién respectivamente, ademas halle las pendientes de las rectasen x = 1

2. Dadas las funciones f(z) = 22* + 2% +10x+ 3y f(z) = 2° 4+ 23 + 222 + 3z — 12.
Halle la derivadas de la funcién respectivamente, ademéas halle las pendientes

de las rectas en z =1

2+3 2
3. Dadas las funciones f(z) = In(22> + 3z +6) y f(z) = % Halle la
l’ —

derivadas de la funcion respectivamente, ademas halle las pendientes de las

rectasen x =1

Calculo I y 11
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2.3. Reglas de derivacion para funciones reales

2.3.

. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 222 + 2 paralela a la

recta de ecuacién 8 —y +3 =10

Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva y = 3 — %2 perpendicular

alarectay=x+2

Halle valores de a y b para que la parabola y = 222 + ax + b sea tangente a la

curva y = 3x — 4 en el punto (1,2)

Determine la ecuacion de la recta tangente que pasa por el punto (3,—1) y es

tangente a la elipse de 22% +3y* + 2 —y —5=0

Determine el dngulo que forman las rectas tangentes a las curvas 2 +y? —2x = 9

y o2+ y? —4dy =2

Reglas de derivacién para funciones reales

Sean las funciones reales f(x), g(x) derivables en = y definidos sobre su dominio,
[8], [21].

1.

8.
Calculo Iy 11

Sea f(x) = cte entonces f'(x) = 0; la derivada de una funcién constante es nula
Sea f(x) = x entonces f'(z) = 1; la derivada de una funcién identidad en uno

Sea f(x) = x™ entonces f’(z) = nz"~! derivada de una funcién potencia de base

T

Sea (f(x)+g(x)) = f'(x)+4¢ (x), derivada de suma y resta de funciones definidas

en el dominio

Sea (f(x)-g(z)) = f'(z)-g(x)+ f(z) - ¢'(x), derivada de producto de funciones
definidas en el dominio

, _ J'(@)g(x) — f2)g'(x)
g*(z)

Sea (f(x)/g(x))
g(r) #0

, derivada de funcién cociente con

Sea (fog)(x)= f'(g9(x)) - ¢'(x), derivada de funcién compuesta definida en su
dominio

d_u
dx

Sea y = a" entonces y' = a"In(a)
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du
9. Sea y = e" entonces Yy = e”d—, derivada de una funciéon exponencial de base
x
(e)

1 u
—, derivada de una funcién logaritmo de base (a)

10. Sea 1 = —
B In(a)u dz

1du
11. Sea y = In(u) entonces y' = o derivada de una funcién logaritmo natural
udx

Ejemplo 2.3.1 Hallar y'(x) eny = 23+ 32> — 92 + 5 , ademds encontrar las rectas

tangentes y normales en r = —2

Solucion:

1. Uso de regla de derivacién en efecto: y' = n.x" ! resulta: ¥/ = 322 + 62 — 9
es la derivada de la funcién considerada
y'(—2) = (32 4+ 62 — 9)| 2 = —9, es la pendiente de la recta tangente a la curva
C: en el punto (—2,27)

2. Determinamos las rectas tangente y normal a curva C: en el punto (—2,27)

1
Ly:y—27T=-9(x+2) vy LN:y—27:§(x—|—2)

3. Representacién gréfica de la funcién y = 2® + 322 — 92 + 5 y funcién primera

derivada ¢’ = 3% + 62 — 9

2
x°+3x +2
Ejemplo 2.3.2 Hallar 1/ = , ademas encontrar las rectas
jemplo allar y'(z) eny P9t 23

tangentes y normales en r = 1

Solucion:

Utilizando la propiedad de (f(x)/g(x)) = f'(x).9(x) — f(x).g'(x)

9*(x)

(22 4 3).(2® — 22% + x + 3) — (2* + 3z + 2).(32* — 4271)
(x3 — 222+ + 3)?

desarrollando propiedades algebraicas se tiene:

—zt — 7ot + 2?4 1da + 7
y'(z) = $< 5 x2 —Zf_ ++ 3?2—1_ derivada de la funcién cociente
=222+
(1) = (—x4—7x3+x2+14x+7)| 14
YA = (23 — 222 + x + 3)? FT g

es la pendiente de la recta tangente a la curva.

L oy(z) =

Calculo I y 11
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160 Recta tangente y normal de f(x) en x=-2

Yy
dy(x)/dx f

140 [

120

100

Lt
80 Ln

()

60 [

w0t

20

20 . : L
Figura 2.12: Figura de la funcién f(x)y f'(x)

2. Determinamos las rectas tangente y normal a la curva C: en punto (1,2)

14 9
LT:y—2:§(a:—1) y LN:y—Zzﬁ(x—l)

22+ 3z +2
3 — 222 +x+3

3. Representacién grafica de la funciéon y = y ademas
B (1 S e S T/ .

= esto es:
4 (x3 — 222 + x + 3)?

Rectas tangente y normal de y(x) en x=1

y()
dy(x)/dx

Figura 2.13: Figura de la funcién f(x)y f'(x)

Calculo Iy I
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22 +3x+5

5 7 )5 utilizando reglas de derivacidn
x J—

Ejemplo 2.3.3 Hallar y'(z) en y = (

de una funcion real

Solucion:

Uso de la propiedad de logaritmo natural y regla de derivacion a cada miembro

22 +3x+5
In(y) = Wl———

In(y) = 5.In(z*+ 3z +5) —5In(2z — 1)

)® entonces se tiene

y'(r) 2 +3 2
y(r) 22 +3r+5 201

22% — 2x — 13
20 — 1)(22 4+ 3z +5)
2?2 + 3z + 5)}(222 — 2z — 13)
(2x — 1)8

y(z) = Sy(x) (

y'(z) = 5

x? >3 Va2 + 3z +2
22 —31r—3" /552 - 22 +3

Ejemplo 2.3.4 Hallar y'(x) en la funcién y(x) = (

Solucién:

Aplicando la propiedad de logaritmo natural a cada miembro y se tiene:

x? VaZz+ 3z +2
1 S N . a—
ny(z) n(m2—3x—3) + n\3/5:1:2—2:c—|—3

7 1., 1 )
m)+§ln($ +3x+2)—§ln(5x —2:L“+3)

LA SR VTP WP G S YE ISP P
x2—3$—3 2111' xXr 311 Xr xXr

1 1
Iny(r) = 16In(x) —3.In(2* — 3z — 3) + 3 In(z? + 37 + 2) — 3 In(52% — 2x + 3)

Iny(x) = 3ln(

Iny(x) = 3ln(

Aplicando la regla de derivacién de logaritmo natural a cada termino.

y(x) 1 20 —3 1 2x+3 1 10x—2

y(r) o x2—3x—3+§x2+3x+2_§5x2—2x+3

1 2x — 3 +1 2+ 3 1 10z -2 )
x 2—-3r—3 2x22+3z+2 3522—-2x+3

2 )3\/:E2+3$—|—2 6l 5 20-3 1 2043 1 1022
2 —3x—3" /52 —2x+3 ?—3r—3 2x2°43rx+2 3b5x*—2r+3

)

Calculo I y 11
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Ejemplo 2.3.5 Halle la primera derivada de la funcién y(z) = (3> +4x+1)vz?2 + 3z — 1

que represente el movimiento de una mosca en un laboratorio de fisica.

Solucion:

Representaciéon grafica de las funciones f(z) y f'(x) respectivamente en cualquier

instante de tiempo .

posicién y velocidad de una mosca

/
y(x):posicién
dy/dx: velocidad /

3000

2500 [

2000 [

1500 [

y(x), dy/dx

1000

500

.
0 2 4 6 8 10 12
x(seqg)

Figura 2.14: Figura de la funcién f(x)y f'(x)

La funcién de posiciéon y(z) = (322 + 4o + 1)v/22 + 32 — 1 pies, en cualquier
instante de tiempo x segundos. Hallamos la velocidad de arbitraria de la mosca,
utilizando propiedades de derivacién, ademéas debemos usar la propiedad de logaritmo
a cada miembro y resulta:

1
In(y(z)) = In(32% + 4z + 1) + 3 In(z% + 3z — 2) derivado por reglas de derivacion.

y 6x + 4 N 2x + 3

y 322 +dr+1 222+ 3x—1)

y  (6z+4)(22% 461 —2) + (22 + 3)(32* + 4z + 1)
y 222 + 61 — 2

y o 1823 + 6122 + 352 — 5

y 222 + 6x — 2

Calculo Iy 11
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1823 + 6122 + 352 — 5>
222 4+ 6 — 2

y(x) = ya)(

1822 4+ 6122 + 35z — 5
_ 2 -
y'(x) = (B +4x+ 1)Va?+ 3z — 1 52 + 60— 2 )

, 182 + 6122 + 35z — 5
y'(z) =
Viz+ 3z -1

esto representa la velocidad de la mosca dentro del laboratorio de fisica.

102? + 10z + 5

ue
T4 16z +2
representa la posicion de un venado en la comunidad de la Joya ciudad de Puerto

Ejemplo 2.3.6 Halle la primera deriva de la funcion f(x) =
Maldonado en cualquier instante de tiempo x sequndos.
Solucion:

La representacién gréfica de las funciones de posicién y velocidad del venado en

cualquier instante de tiempo z.

Funciones de movimiento del venado

y(x):posicién
dy/dx:velocidad | |

x
3z
>
o
g
> N oo
_5 -
| .
6 -4 -2 0 2 4 6
x(seg)

Figura 2.15: Figura de la funcién f(x) y f’(x)

102% + 10z + 5
a runcion de posicion arboitraria del venado es f(aj) 7$2 + 162 + 2

Hallemos la velocidad arbitraria del venado para todo z € R — {—2.15, —0.13} y uso
Calculo I y 11

pies
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de las reglas de derivacion de una funcién cociente y resulta:

(20z + 10)(72* + 16z + 2) — (102% + 10x + 5)(14x + 16)

/ _
) = (T2% + 167 + 2)2
7022 + 39022 4 200z + 20) — (14023 + 30022 + 230z + 80

f'(z)

€T =

(722 + 162 + 2)?

() —702% + 90z* — 30x — 60)

) =

(72?2 4 16z + 2)?

esta representa la velocidad del venado en la comunidad de la Joya , puesto que x es

el tiempo en segundos.

2.3.1. Ejercicios propuestos

Usando la regla de derivacién determine las derivadas de las funciones reales de-

finidas

_:z:3+2x2—5w+2 _4x3+a:2+8.11:+2

1. 10.
Y x? —3x — 2 Y x?
2
5 y:(2x —x—|—2)4 I 23— 8
. 2 . pu—
4 +3r +3 Y= P 50?1 102 + 12
3 u—] 2% — 5a® + 5x — 2 )
.y =1In( P P ) 12. y = (322 + 4z + 1)V + 37 + 2
rt 4+ 22 —x+3
4. y = 13. y = Va3 + 8x2 + 5z + 2
Y 2244z +3 y=Val+8rtt et
5. y = (a® 4 5z + 3)3.(a? 4+ 3z — 5)? o3 —bx? +2x +3
4. y= 7.3 5
6. y— (YT T2, TEA STt
. Val — 322+ 5 15. Determinar la derivada de la fun-
7.y = exﬁiﬁr? cién definida por tramos:
8. y— (o3t 2 2?1 —3<z<0
: SRR
ot —dz -2 f@)={ 32-5 0<z<1
3 .2
9'y:a:+m tr+l P’ —3r—4r+4 z>1
24z —2
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2.4. Continuidad y derivabilidad de una funcién

En el capitulo anterior, estudiamos los conceptos de continuidad de una funcion
f(z) en un punto y sobre un intervalo cerrado o abierto. A continuacién analizar la
relacién de continuidad y derivabilidad de una funcién f(z) en un punto xy, ambas

se definen con el operador limite.

Definicién 2.4 Se dice que una funcion f(x) es derivable en el punto xy, si eziste

la derwada en el punto xoeDy; es decir existe:

M — ¥m f(z) = f(=o)
dx T—T0 T — Xo

= ['(z)
significa que los limites laterales de la funcion en primera deriva existen y son iguales,

[13], [21].

Definicién 2.5 Se dice la funcion real f(z) es derivable en un intervalo cerrado
la,b], es derivable en el intervalo abierto {a,b), y en sus extremos, es decir, existen
las derivadas laterales por la derecha a, como la derivada lateral por la izquierda b.

Para mayor comprension establecemos la definicion formal de limite de las primeras

derwadas, [7], [8].
Observacion:

1. La derivada lateral por la derecha de funcién f(z) en z( definida en su dominio
B) —
ons 1) — 1 L = 1 (@)

=1 si existe
h—0+ h

2. La derivada lateral por la izquierda de funcién f(x) en xy definida en su dominio
por:

fi(z7) = lim

h—0—

flz+h) - [f(z)
h

Sl existe

3. Sj f’(a:) existe < hll/%{ f(ZE + h}z - f(fl’) _ hll/rél+ f(l’ + h})l — f(l’)

Teorema 2.4.1 (Funciones derivables continuas) Una funcion f(z) es diferen-
ciable en un punto o, entonces la funcion f(x) es continua en xoeDy. (El reciproco

no es cierto)

Demostracién:
Por hipétesis la funcién f(x) es derivable es z( entonces existe

f(2) = 1im f(x + x0) — f(0)

T—x0 xXr — ,ro
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Sea f(z) — f(ao) = T T = S@0) (o

r — X

f(x + x) — f(x0)

Jim (f(z) = f(zo)) = lm pra— (2 — m)
~ lim f(z + z0) — f(@0) lfm (z — o)
T—T0 xr — ,’L‘O T—T0

= f'(x). wlir;lo(x — Ip)

= 0 entonces lim f(x)= f(zo)

T—T0

asi la funcién f(x) es continua en x

Teorema 2.4.2 Sea una funcion f : [a,b] — R derivable. Si f'(a) < d < f'(b)

entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) =d

Ejemplo 2.4.1 Determinar si la funcion es diferenciable en x = 1 definida:

fx) =

w47 r<l1
20°+6 x>1

Solucion:

1. Veamos que f(z) es derivable en z = 1, para esto debemos analizar si existen

los limites laterales en primera derivada

a) si x <1 entonces v — 1~

flx)—f(1) im x>+ T7x — 8

"1) = 1f =1
f( ) xg{l— z—1 zil— z—1
347 —8 — 1) (22 8
A7) = qim D8 g, B D@8,
r—1— r—1 r—1— x—1

b) siz > 1 entonces x — 17

ran = i J@ Q) 207 =2

=1
z—1+ rz—1 xir{l"' z—1
205 — 2 2z — 1)(a* + 2% + 22 1
FOY) = dm T2 gy eV AT A e ),
a1t r—1 z—1t r—1

¢) De (1a) y (1b) afirmamos las derivadas laterales son iguales, esto es:
Si F(1) =10 & 1 1O =D e f@) = FA)

z—1- x—1 =1+ o —1
Entonces la funcién f(z) es derivable en x = 1

Calculo Iy 11




2. Derivada de funciones reales 137

2. Veamos la continuidad de la funcién f(x) en z = 1, similar debemos analizar

los limites laterales deber ser iguales

lm f(r) = lim (z*+72) =38
r—1— r—1—

it = lim (22° +6) =8
A S = i e o)

Funcién por tramos continua y diferenciable en x=1

A

80

70

60 [

50

40 r

f(x)

30

20

10

-10

Figura 2.16: Funcién diferenciable y continua en x = 1

3. Interpretacién grafica: Las dos curvas se interceptan en el punto (1,8) , ademas
se observa la trayectoria no presenta saltos bruscos, ni vacios, ni interrupciones,
por consiguiente la curva es continua en z = 1 y por supuesto sobre la recta
real. Ademas las dos curvas en el punto de interseccion es suave, es decir no son
tan pronunciados ni agudos, nos permite afirmar la funcién es diferenciable en
el punto (1, 8), es decir es posible trazar una recta tangente a las curvas en el

punto de interseccion.

Ejemplo 2.4.2 Analizar si la funcién f(z) = |2?+ 3z —4| es diferenciable y continua

enx =4 yx=1 definida.
Solucién:

1. Por definiciéon de propiedad de valor absoluto tenemos.

f(w):{m2+3x—4 x € (—o0,—4) U (1,00)

—(2?+3z—-4) —4<x<1

Calculo I y 11
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2. Representacién grafica de la funcién f(z) = 2% + 3z — 4]

Continuidad y diferencialidad de f(x) en x=-4, x=1

A

Figura 2.17: Funcién no diferenciable pero continua en z =1, v = —4

3. La derivada de la funcién de valor absoluto es:

, 2 +3 x € (—o0,—4) U (1,00)
f(x) =
—(2x+3) 4<z<1
4. Hallamos si f(x) es diferenciable en x = —4, para esto analizamos los limites

Calculo Iy 11

laterales en primera derivada de la funcién f(z)

-5 z € (—o0,—4) U (1, 00)
£(-4) =
5 —-4d<x<1
Esto implica los limites laterales en primera derivada son distintos f/'(—47) #
f'(—47), luego nos permite afirmar la funcién f(x) no es diferenciable en z = —4
, es decir, la curva es tan aguda o pronunciada o punta en este punto. Pero la

funcién f(z) en este punto z = —4 en continua.

Hallamos si f(x) es diferenciable en z = 1, para esto analizamos los limites

laterales en primera derivada de la funcién f(z)

5 x € (—oo,—4)U(1,00)

f) =
-5 —4<zx<1

Esto implica los limites laterales en primera derivada son distintos f/(17) #

f/(17), luego nos permite afirmar la funcién f(x) no es diferenciable en z = 1

, es decir, la curva es tan aguda o pronunciada o termina en punta. Pero la

funcién f(z) en este punto x = 1 en continua.
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Ejemplo 2.4.3 Analizar si la funcion f(x) definida por tramos, es diferenciable y

continua en x = 1
22 4+5x+3 <1
f(x) =
3r+4 z>1

Solucién:
En la grafica vemos que existe un salto o vacio de la trayectoria de la funcién por

tramos.

Continuidad y diferencialidad de f(x) en x=1

A

20

15+ y:x2+5*x+3, x<=1 y=3*x+4, x> 1

0r

f(x)

Figura 2.18: Funcién no diferenciable y no continua en z =1

1. Veamos la diferenciabilidad de la funcién f(x) en x = 1. Veamos si los limites
laterales en primera derivada son iguales, esto significa limite lateral por la

izquierda y derecha en primera derivada sen iguales o no.

a) Six — 1~ entonces

r—1— r—1 z—1— r—1

b) si z — 17 entonces
1 _
O+ = g L@ =S 33
=1+ o —1 z—1+ r —1

f(17) = lim —3(30— D)

=1+ r—1

=3
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c) De (1a) y (1b) decimos que los limites laterales en primera derivada no

son iguales, esto significa que

(1) no existe lim M # lim M

z—1— r—1 z—1+ r—1

finalmente la funcién f(x) no es diferenciable en x = 1

2. Veamos si la funcién f(z) es continua en x = 1, para ello debemos analizar los

limites laterales son iguales o no

lm f(zr) = lim (2 +52+3)=9
r—1— r—1—

it = I 4) =
A = i Get g =7

Esto implica que la funcién real definida f(x) no es continua en x = 1, también

sus limites laterales en x = 1 son distintos.

Ejemplo 2.4.4 Analizar la continuidad y diferenciabilidad de la funcion f(z) defi-

nida por tramos en r =1

—?+rx+1 <1
fay=9 °
20 —b5x+4 x>1

Solucion:

1. Veamos la continuidad de la funcién f(z) en z =1

Im f(r) = lim (—2*+2+1)=1
r—1— r—1—

1f = lim (22% — 4) =1
Ap ) = Il =sred

lim f(z)= lim f(x)=1

z—1— z—1t
Los limites laterales de la funcién f(z) son iguales y existe f(1) = 1- Por tanto

la funcién f(z) por tramos es continua en z = 1

2. Veamos la diferenciabilidad de la funcién f(x) en z =1y esto es:

() =

—2r+1 <1
4r — 5 r>1

Calculo Iy 11



2. Derivada de funciones reales 141

Si f/(17) = (=22 +1)|; = —1 limite lateral por la izquierda en primera derivada
Si f/(1%) = (4x — 5)|; = —1 limite lateral por la derecha en primera derivada

Los limites laterales en primera derivada son iguales, existe f'(1) = —1, enton-

ces la funcién definida por tramos es diferenciable en x = 1

lim f'(z) = lim f'(z) = -1

T—1— z—1t
3. Representacién grafica de la funciéon por tramos

Continuidad y diferencialidad de f(x) en x=1

% A

20 - y=2*x2-5*x+4, x > 1
10 y=-x2+x+1, x<=1
—
8 o -

Lt
-10

=20

-30

Figura 2.19: Funcién diferenciable y continua en x = 1

Ejemplo 2.4.5 Halle la continuidad y derivabilidad de la funcion f(z) en x = 1,
definida por tramos.
24222+ <1
) =4 "
=5 +8 x>1

Solucion:

1. Veamos la continuidad de la funcién f(z) en z =1

lim f(zr) = lim (2® +22> +2) =4
z—1~ z—1-

Ii = 1 — =4
A )= i s )

Los limites laterales de la funcién f(z) son iguales y existe f(1) = 1. Por tanto

la funcién f(z) por tramos es continua en x = 1

lim f(z) = lim f(z) =4

z—1— r—1t

Calculo I y 11
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2. Veamos la diferenciabilidad de la funcién f(x) en o =1y esto es:

) = 32 +4r+1 <1
2 — 5 r>1

Veamos la funcién por tramos es derivable en x — 17, esto es:

Si f(17) = (322 + 4z + 1)|; = 8 limite lateral por la izquierda en primera
derivada

Veamos la funcién por tramos es derivable en z — 17, esto es:

Si f'(17) = (2x — 5)|; = —3 limite lateral por la derecha en primera derivada
Los limites laterales en primera derivada no son iguales en x = 1, esto implica
que no existe f’(1), entonces la funcién f(z) no es derivable en x = 1, pero,

f(z) es funcién continua en z = 1.

lim f(z) # lUm f(z) entonces no existe lim f(x) , la funcién por tramos no es
z—1— z—1t z—1
derivable en x = 1, se ve claramente la curva f’(1) termina en una curva tan

aguda y no se puede trazar ninguna recta tangente en este punto.

3. Representacion grafica de la funcién por tramos.

Continuidad y no diferencialidad de f(x) en x=1

51 y=x3+2tx24x, x <=1 y=x2-54x+8, X > 1 1

f(x)

N
1

Figura 2.20: Funcién no diferenciable, pero continua en z = 1

Ejemplo 2.4.6 Halle la continuidad y derivabilidad de la funcion f(x) definida por
Calculo Iy 11
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tramos, en los puntos establecidos.

2senx r<7/2
f(x) =4 senx —3cosz w/2<x<m
—3cosx T>T

Solucion:

1. Veamos la continuidad de la funcién f(z) en z = 7/2

lim f(x) = lim (2senx) =2
- -
T—r T—r
2 2
lim f(x) = lim (senz —3cosz) =1
T Tt
T—r T—r
2 2

Los limites laterales de la funcién f(x) no son iguales esto es:

lim f(x) # lm f (x) entonces h’n71T f(z) no existe. Por tanto la funcién f(x)
i I

T—— T—— T3
2 2 2
por tramos no es continua en x = /2

2. Veamos la continuidad de la funcién f(x) en z =7

lim f(z) = lim (senx —3cosz) =3
T—T T—T

lim f(x) = lim (—3cosz)=3

-t -7t

Los limites laterales de la funcién f(x) son iguales esto es:
lim f(x) = h’m+ f(z) entonces 111(171r f(z) existe. Por tanto la funcion f(x)
i T
T—— T—— 1’—>§

2 2
por tramos es continua en z = 7

3. Veamos la derivabilidad de la funcién por tramos f(z) en z = 7/2 y 7 esto es:

2cosx r<m/2
fl() =13 cosx+3senz 7/2<z<m7
3senx >

T
4. Veamos la funcién f(z) por tramos es derivable en = — 5 esto es:

Si f’(gi) = (2cosz)|7m = 0 limite lateral por la izquierda en primera derivada

2
Calculo I y 11
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Ny . Tt
Veamos la funciéon por tramos es derivable en © — 5 esto es:

+
Siff (g ) = (cosz + 3sen x)|z = 3 limite lateral por la derecha en primera

2
derivada

;. . . . m . .
Los limites laterales en primera derivada no son iguales en z = 5 esto implica

c : T
que, la funcién f(x) no es derivable z — 5 COmO se observa.

lim f(x) # lm f(z) entonces no existe 11'H71T f(z). Por lo tanto la funcién
- i

r—— r—— T—_

2 2 2
T
por tramos no es derivable en z = 5 e ve claramente la curva f'(1) termina

en un vacio y no se puede trazar ninguna recta tangente en este punto.

Veamos la funcién por tramos f(x) es derivable en x — 7, esto es:

Si f'(m7) = (cosz + 3senz)|, = —1 limite lateral por la izquierda en primera
derivada,la funcién por tramos es derivable en x — 7, esto es:

Si f'(7") = (3senz)|, = 0 limite lateral por la derecha en primera derivada
Los limites laterales en primera derivada no son iguales en x = 7, esto implica

que, que la funcién f(z) no es derivable en = 7, como se observa.

lim f(x) # lim f(z) entonces no existe lim f(x). Por lo tanto la funcién por
T z—t T

tramos no es derivable en x = 7, se ve claramente la curva f'(7), pero, es

continua por tramos y podemos trazar alguna recta tangente en este punto.

Representacion grafica de la funcién por tramos y esto es:

Gréfica de funciones por tramos
T T

Figura 2.21: Funcién no diferenciable, pero continua en z = 1
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2.4.1. Ejercicios propuestos

1

Halle los valores de a y b de la funcién f(z) y sea derivable en x = 2

f(x):{_Qw r <2

ar+b x> 2

. Halle los valores de a, b y ¢ para la funcién definida por tramos, diferenciable

enr =1,y continua en r = —1
a—blrx+2)? z<-1
flx)=4 z—c —l<z<1
—a+bx—2)?2 z>1

Halle los valores de a, b y ¢ para la funcién definida por tramos, diferenciable

en r = 3, y continua en x = —2
ar + 5 r < =2
fle)=< b’ +cx+5 —2<x<3

ax’?+bxr+5 >3

Halle los valores de a, b para la funcién definida por tramos sea diferenciable en

1
T =—=

2
flz) =

NI= N+~

ar® + 4% < —
bx — 3 T > —

Halle los valores de a, b para la funcién definida por tramos sea diferenciable en

T =2
ar’ +br+5 <2
f(x) =
ar + 3 T > 2

Halle los valores de a, b para la funcion definida por tramos sea diferenciable en

xr =2

fx) =

ax®+2x+3 <2
dax +b x> 2

Halle los valores de a, b y ¢ para la funcién definida por tramos, diferenciable
enxr = —1, y continuaen r =1
x3—1 r< -1
flz)=¢ 20+1 -l<z<1
2 —2x+4 x>1

Calculo I y 11
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8. Estudie la continuidad y diferenciabilidad de la funcién definida por tramos en

su dominio de definicién

242 —r+3 <=2
flx) =4 22242 +1 —2<x<2
22 —2x+4 r>2

9. Estudie la continuidad y diferenciabilidad de la funcién definida por tramos en

su dominio de definicién

2 —4x+5 <1
fle)=19 203 +2+3 1<x<3
2%+ 4 T >3

10. Halle los valores a y b si la funcién definida en su dominio es derivable en x = 2

£ axd +br+4 <2
T g
axr + 3b x> 2

2.5. Derivadas de orden superior

En ciertos problemas del contexto real para modelar se requiere funciones de orden
superior, los fundamentos teéricos de matematica superior y estadisticas las derivadas
de orden superior son muy importantes. Las derivadas de segundo orden son utiles
para encontrar puntos criticos, concavidad y puntos de inflexién y facilita para hacer
las graficas de las curvas, las derivadas de tercer orden y cuarto grado para encontrar
limites de funciones por regla de hospital. En fisica es importante para describir la
aceleracion de los cuerpos en movimiento, en economia para expresar el aumento y

disminucién de los costos marginales.

Definicién 2.6 Sea f : R — R una funcion diferenciable en su dominio de definicion

y existe la derivada de la funcion f(x), esto es:

flx+h)—flz) dy .

f'(z) = lim —; primera derivada de f(x) existe

h—0 h C dx
et h) = i) dPy . .
" - 1 _ Y.
' (x) Hm h T2 sequnda derivada de f(x) existe
" h) — f" d3
fM(x) = hli%lf (z+ }z [x) _ d—xz; tercera derivada de f(x) existe

Calculo Iy 11
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y asi sucesivamente se tiene la derivada de la funcion f(x) de orden n-ésimo es:

iy g @ h) — PN ) dty y ,
M (z) = hlg[r){ . =, 71— ésima derivada def (x)

existe, [4], [13], [21]

Las derivadas de orden superior de una funcién es también otra funciéon y podemos
analizar el comportamiento en cada una de las sucesivas derivaciones definidas en
su dominio contenido en los reales. En caso que exista la n-ésima derivada de la
funcién f"(z), entonces la funcién f(z) es de clase C"™(R), es mas existen funciones
polinomiales, exponenciales o trigonométricas que admiten derivadas infinitas, a esta

funcién f(z) es de clase C*. Estas aplicaciones para determinar limites por la regla
de Hospital , [8], [4].

Ejemplo 2.5.1 Halle y/'(x), y"(x) de la funcion definida y(x) = 22° — 26x + 10 en
el intervalo cerrada [-2; 4], ademds determine la grdfica de las funciones derivadas y

original.

Solucion:

Grafica de funciones en [-2 4]
70 T T T

y:funcion cubica

60 dy/dx: primera derivada de y

50 * dzy/dxzz segunda derivada dey | |

y . dy/dx, d?y/dx?

Figura 2.22: Derivadas de f(z) de orden superior

1. Para determinar la primera derivada de y(x), usamos las reglas de derivacién

Y () = 62 — 26

Calculo I y 11
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2. Para determinar la segunda derivada de y(x), usamos las reglas de derivacién

y'(x) =122

3. Representacién gréfica de y(z), ¥/ (x) e y”(x) y esto es, Figura 2 - .22.
Ejemplo 2.5.2 Determine las derivadas de orden superior de la funcion
f(z) =2 —227+1

en su dominio definicion y hacer la representacion grafica.

Solucion:

graficas de funciones derivadas f(x) hasta de 3er orden

y
dy/dx
200 —— dyidx?

dyidx®

50

y, dy/dx, d?y/dx?, d3y/dx®
(=
o
o

-50

Figura 2.23: Derivadas de f(z) de orden superior

1. Para determinar la primera derivada de f(z), usamos las reglas de derivacién
h) — d
f(z) = lim flz+h) = J(@) _ primera derivada de f(z) existe
h—0- h dx

1

Esto es: y = 2™ entonces iy’ = na"~

f(z) = 42® — 4a

2. Para determinar la segunda derivada de f(x), usamos las reglas de derivacién
Esto es: y = 2" entonces i’ = n(n — 1)x" 2 entonces f”(x) = 122> — 4

Calculo Iy 11
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3. Para determinar la tercera derivada de f(x), usamos las reglas de derivacién

Esto es: y = 2" entonces iy = n(n — 1)(n — 2)z" 3 entonces " (x) = 24z

4. Representacién gréfica de y(z),y'(z),y”(x) y esto es, Figura 2 - 23.

Ejemplo 2.5.3 Determine todas las derivadas de todo los ordenes de la funcion de-

finida f(x) = 2* — 522 + 4 en todo su domino y su representacion grdfica de las

funciones derivadas.

Solucion:

1. Uso de las reglas de derivacion

"(x

7

y \xr

(z)
(2)
e
y"(x)

(z)

v

Yy (x

42® — 10z, la primera derivada de la funcién f(x)
122% — 10, la segunda derivada de la funcién f(z)
24z, la tercera derivada de la funcién f(x)

24, la cuarta derivada de la funcién f(x)

0, la quinta derivada de la funcién f(x)

2. La representacion grafica de las funciones derivadas f(x)

250

200

150 [

100 [

50

y(x)

-50

-100 |

-150

-200

-250

gréfica de funciones f(x) de orden superior

T T T T T T
4\
—yKX
—— dy/dx
— d?yidx? Y
—— d®yidx®
dyrdx* |
g
1 1 1 1 1 1
-4 3 2 1 0 1 2 3 4

Figura 2.24: Derivadas de f(z) de orden superior
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Ejemplo 2.5.4 Determine la n-ésima derivada de la funcion f(x) = 3
l‘ —

Solucién: Uso de las reglas de derivacion

y = 6(-1)(z—3)"

y' o= 6(=1)(=2)(z —3)7"

y' o= 6(=1)(=2)(=3)(z —3)~"

v o= 6(=1)(=2)(=3)(-4)(z = 3)7°

vt = 6(=1)"D@)B))B) - (= 3)7 Y = 6(—1)"(n!) (x — 3) Y

2 +rx+1

Ejemplo 2.5.5 Encontrar la n-ésima derivad R
jemplo ncontrar la n-ésima derivada f(x) 27516
Solucion:

1. Uso de las propiedades de fracciones parciales
24+zx+1 24+zx+1 A B C

x3—7m+6:(m—2)(:p—1)(x+3) x—2+a:—1+m—|—3
Alx —=1)(xz+3)+ Bz —2)(x+3)+ C(x —2)(z — 1)

flo) = (e = Dia—2)(x +3)
iguiente 1 1 de A 7 B 3 C /
T 11S1 en T - = - — = o~
por consiguiente 1os valores de 5, 4y 20

2. Reemplazando los valores de A, B y C, se tiene:

B P2+e+l 7 3 7
Jx) = (z—2)(z—1)(z+3) 5x—-2) 4xz-1) * 20(x + 3)
7 3 7
Jx) = 5r—2) dz—1) 20z 13)
3. Realizamos derivacién hasta orden n-ésimo de f(x)
f@) = LD =27 = SN D7 (D) - 3)
" 7 -3 3 -3 7 -3

@) = S-D(2) =27 = HDED e - )7+ (- 1)(-2)(w - 3)
@) = LD -2 = DD - ) (- (-2)(-3) — )
fa) = (1)) = 270 = S e = 1) 4 - e - 30

Calculo Iy 11
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2

Ejemplo 2.5.6 Determine la n-ésima de derivada de la funcion f(x) = sen®x

Solucién:

f'(z) = 2senxcosr =sen2r = — cos(2z + 7/2)

f"(x) = 2sen(2x + 7/2) = —2cos(2x + 7)

f"(x) = 2%sen(2z + ) = —2%cos(2x + 37/2)

fx) = 2*sen(2x +37/2) = —23 cos(2x + 27)

fz) = —2"'cos(2x + nw/2)
Ejemplo 2.5.7 Determine la n-ésima derivada de f(zx) = senx = — cos(z + 7/2)
Solucidn:

f'(z) = cosx =sen(x+7/2)
f(x) = cos(x +m/2) =sen(x + 7)
f"(x) = cos(xz+m) =sen(z + 37/2)

f"(z) = sen(x+ nm/2)

Ejemplo 2.5.8 Halle todas las derivadas de todo los ordenes de la funcion definida

sobre la recta real, f(x) = 2%+ 32t — 523 + 2922 + 8z + 12 y representacion grdfica.

Solucion:

Usar reglas de derivacion de funcién potencia base x y exponente n € IN.

f'(x)
[ ()
f"(x)
w(l,)
/(@)
)

f’U’L T

~~

5z* 4 122 — 152 + 58z + 8 llamada primera derivada de f(x)
2023 + 362% — 30z + 58 llamada segunda derivada de f(z)
602% + 722 — 30 llamada tercera derivada de f(x)

120z + 72 llamada cuarta derivada de f(x)

120 llamada quinta derivada f(z)

0 denominada sexta derivada de f(x)

Representacion grafica de las funciones derivadas hasta sexto orden y esto es:

Calculo I y 11
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Familia de curvas

sooF T T T T T
—

500 — dy/dx

d2yldx?

dyldx®

d*yldx?
d®yldx®

400

300 |

d®y/dx®

200

100 [

y,dy/dx, dzy/dxz,...,

-100 /
-200 %

-300

Figura 2.25: Derivadas de f(z) de orden superior

2.5.1. Ejercicios propuestos

42 +3x +5
1. Encuentre la formula para la n-ésima derivada de la funcién f(z) = — j_ 2+2 v 5
x 22—z —

2. Encuentre todas las derivadas de la funcién f(x) = 2°+3x*+22% — 322 4 22 +5,
ademds halle la recta tangente a la curva en el punto x = 1 y hacer el gréfico

respectivo

32 4+5x+1
3 —x2 —4x+4

3. Encuentre la formula de n-ésima derivada de la funciéon f(x) =

3x?

4. Encuentre la formula de n-ésima derivada de la funcién f(z) = ———
x? —4dx + 3

5. Encuentre la formula de n-ésima derivada de la funcién f(x) = cos(z)

22% — 197 + 45
6. Encuentre la formula de n-ésima derivada de la funcién f(x) = ’ T
2 — 9z + 20
y - (. 271 ,
7. Dada la funcién de posicién de un moévil s(t) = ——— + 27t + 10 pies y ¢

10
segundos. Determine la velocidad y aceleracion del moévil, ademas calcule la

maxima posicion alcanzada por el movil.

Calculo Iy 11
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2.6. Derivada funcién exponencial y logaritmica

Cuando una funcién estd expresada como cocientes, productos y potencias, de
funciones entonces antes de usar las propiedades de derivacion, previamente debemos

aplicar logaritmos y sus propiedades.

In(A-B) = In(A)+In(B)
(4)

In(A/B) = In(A) —In(B)
e - B

In(A") = nln(A)
y=In(z) e z=e¢

Definicién 2.7 Sea una funcion u = g(x) y otra funcién exponencial de base a esto

es, y(r) = a“, cuya primera derivada es du = ¢'(x)dx entonces la derivada de la

d
funcion exponencial es y' (x) = a* - In(a) - d_u
T
du
Sea la funcion logaritmica f(x) = log, u(x) entonces su derivada es f'(x) = —————
u - In(a)dx
d
Sea la funcion y = e entonces la derivada es y'(x) = e* - d_u
x

1 2x
Ejemplo 2.6.1 Determine y'(x) de la funcion definida y(z) = (1—'——62)3
—e X

Solucion:

1. Uso de propiedad de logaritmo de una funcién real

1 2z
y(r) = (1—i_—62)3 entonces Iny(x) = 31In(1 + €2*) — 3In(1 — e~27)
— e~ X

2. Uso de las regla de derivacion y resulta:

y' () B 2e2* 5 —2e2
y(z) 14 e 1 —e 22

1_6721_1_6296
(1+ e2)(1 — e 20)

y(z) = 6y(x)

B 6( 1 _|_€236 )3 672:1: +62:p
B 1 —e 22" (1+e2)(1—e27)
_ _6(1+62“ )31+e4x

1 —e 227 edz _ ]

Calculo I y 11
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Ejemplo 2.6.2 Determine y'(z) en y(z) = logg(5z* + 6x + 2)

Solucion:

In(52% + 6z + 2)
In8

1. Uso de la propiedad de logaritmo de base 8, esto es: y(z) =

B 10z + 6
~ In8(5a? + 6z + 2)

2. Uso de reglas de derivacién: y'(z)

Ejemplo 2.6.3 Calcule y'(x) en y(x) = 6 ln(—i i_ 1) + §(;§f1)2

Solucion:

) 3 -1 =2 36x(z? —1)% — (322 — 5)(z* — 1)(4x)
y(z) = 1_6(a:—|—1)(:1:—1)2+§ (22 — 1)
3,1 36z(z* — 1) — (322 — 5)(4x)

B (332—1) 8 (2 —1)3

8
— (2% — 1) + 18z (2% — 1) — (922 — 15)(4x)
(1

—x* + 1823 — 222 + 60x — 1
(2 —1)3

colw ool w

16x + 17

1
Ejemplo 2.6.4 Calcule y'(z) en y(x) = 3 In(2z + 3) + 16(2z + 3)2

Solucidn:

1 2 N 16(2x + 3)? — 4(2x + 3)(16z + 17)
82x+3 16(2z + 3)*

1 2 42z + 3) — (162 + 17)

422 +3 42z + 3)3

(22 + 3)* + 4(2z + 3) — (162 + 17)
4(2x + 3)3

4x2+4x+4_x2+x+1

42z + 3)3 (22 + 3)3

3 2 222 -3
Ejemplo 2.6.5 Calcule y'(z) en y(x) = 3 n £ 5 + ( f I
T — x? —

Calculo Iy 11
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Solucion:

@) = r—2 =4 | 34a(20? —4) — da(a® — 4)(22° — 3)
8r+2(x—2)?2 8 (22 — 4)4

y/(x) _ § —4 n §41‘(21‘2 — 4) _ 4x(2$2 i 3)
8(z2—-4) 8 (22 — 4)3

/ 3 —4 342% — 162 — 82° + 12«

y(@) = o5 —m T o S
8(x2—-4) 8 (22 — 4)

(@) = 51 I Bt

i o 2(22—4)  2(a? —4)3

/ 3% — 2% 4 62° — x + 16

y(@) = 5 —
2 (% —4)

23 (x + 2)3/?
(3x — 6)3(bx — 3)1/5

Ejemplo 2.6.6 Halle y/ eny =

Solucion:
Usando la propiedad de logaritmos se tiene:
3 1
Iny =3In(x) + 5 In(x +2) —3In(3z — 6) + = In(5x — 3)

Aplicando reglas de derivacién a cada miembro

y__31+3 1 3 L] 5
y  x 2x+2 "3x—6 55x—3
1 3 1 3 1 5
/ — —_— —_— _— p—
o= Pt e 3m—ﬁ+kwx—3)

6(z% — 4)(5x + 3) + 3x(x — 2)(5bx — 3) — 6z(x + 2)(5x — 3) + 2x(2? — 4)
2x(z? — 4)(bx — 3)

, 23 (2 + 2)%/? 2923 + 39z — 96z + 68
(32— 6)3(5x — 3)1/5 2z(x2 — 4)(5x — 3)

, Jl,3 1 3 1
Y = vy 22 2—2 " hr—3

Ejemplo 2.6.7 Determine la primera y sequnda derivada de la funcion
f(x)=3"—37"44% —2(3-5")"

Solucion:

Utilizando las propiedades de derivacion de funciones logaritmicas y propiedades de

Calculo I y 11
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funciones exponenciales de bases constantes establecidas en esta seccion, esto es, la
primera derivada:

f(z) =3"In(3) + 37 1In(3) + 3 %43 In(4) + 8(3 — 5)3(57%) In(5)

La segunda derivada queda:

f"(x) = [3% = 37%)(In(3))? + 9 % 43*(In(4))* — 8(3 — 57%)2 % (=57%) x In(5)[3 * 5~z *
In(5) — (3 —5"z).1In(5)]

Ejemplo 2.6.8 Halle la primera derivada de la funcion real definida mediante.

f(2) = In(xz + \2/x2 +1) N Va?+ 1(29[(:32 + 3z +2)

Solucion:

Utilizamos las reglas de derivacién establecidas en las secciones anteriores

2z
14—
ot 202 +1 (222 +3x+2) a2+ 1(4x +3)
. + +
r+Var+1 6va?+1 6

T
22+ 1 +x(2x2+3x+2) N Va2 + 1(4x + 3)
4+ Va2 1 6va?+1 6
1 N x(22% + 3w + 2) N Va2 + 1(4z + 3)
2va? +1 6va?+1 6
2x3+3$2+5x+\/x2+1(4x+3)
6va2+1 6
20 +32° + 5z + (4o + 3)(2* + 1) 62° —62° + 9z + 3
6va? +1 6va?+1

f'(w) =

N |

1+

N | —

623 — 6224+ 92 + 3
6vz2+1

2.7. Derivada funciones trigonométricas directas

Las funciones trigonométricas definidas como v = F.T(z) = u(z) sean derivables

es su dominio respectivo y verifican las siguientes propiedades:

] d du 5 ; 5 du
. —Senu = CosU - — . —tanu = secu - —
dx dx dx dx
U U
2. —cosu = —senu - — 4. — cotu = —csc?u - —
dx dx dx dx

Calculo Iy 11
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5 d ; du 5 d ¢ du
. — — n- R L, — — . R
o sec u an - secu T o cscu cotu - cscu T

Ejemplo 2.7.1 Halle la seqgunda derivada de la funcion
_ 1 8 1 6 1 4
Y = 5 cos (3x) Tha (3x) Tha (3x)
Solucién:

Uso de reglas de derivacion de funciones trigonométricas directas

1. Hallamos la primera derivada y/(x), en efecto:

—24 18 12
y = ——cos 3wsen3dx + 8 cos® 3z sen 3x — D sen® 3z cos 3z

24
= —cos’ 3rsen 3 + cos® 3z sen 3x — sen® 3x cos 3z
= cos’ 3z sen 3x(— cos® 3z + 1) — sen® 3z cos 3z
= cos’ 3z sen® 3z — sen® 3z cos 3
= cos3zsen® 3x(cos® 3z — 1)

= cos3zsen® 3x(cos® 3z + 1)

2. Hallamos la segunda derivada de la funcién y(z), en efecto:

y' = cos®3xsen’® 3z + sen’ 3x cos 3z
Yy’ = —6cos®3xsen® 3z + 15cos® 3z sen? 3z + 15 sen’ 3z cos? 3z — 3sen® 3z
y" = sen3x (—6cos”’ 3w sen® 3z + 15 cos® 3z + 15 cos® 3z — 3sen” 3x)

Ejemplo 2.7.2 Halle la seqgunda derivada de la funcion definida como:
3 1 1 —senx 3 n 1
=—-In|— ) —senx
Y73 cos T 8cos?xr  4costx

3senx sen x

Solucion:

3
y=3 (In(1 —senz) — In(cos z)) — Sco?z  lcoa

Utilizamos las reglas de derivacién, para hallar la primera derivada y'(z)

8 8 costx 4 cos® x

, 3 ( —cosx  senx 3cosdx +2cosxsen’xr  cos®x + 4cosd wsen?w
y = 3 -3 -
1l—senxz cosz

3(—COS$ senx) 3cos’x + 2sen’x  cos®x + 4dsen® x

8 \1—senx cosz 8 cos3 x 4 cos® x
3 [(2cos®z + 2sen® x cos® x + 4sen? x 4cos® x + dsen® x 1
8 cos3 x 4 cosd x 4 cos® x cos® x

Calculo I y 11
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Hallamos la segunda derivada de y(x):

, Hcostzsenxr Hsenz 5

Yy = T = 5 — —tanwsec’w
cos’x cos® x

tan* tan
Ejemplo 2.7.3 Halle y"(x) eny = an4(3x) = an2(3x) + In(sec(3x))

Solucion:

Representacion grafica de las funciones establecidas original, a primera, segunda

y tercera derivada de la misma funcién f(x), f'(z) y f”(z) respectivamente:

Derivadas de F.T
N Y I I [T 17

y(x):F.T b
dy/dx:primera derivada

(o2}
o
o

dzyldx2 :segunda derivada

N
o
o

N
o
o

o

y, dy/dx, d®y/dx?
N
8

-400 -

-600 [

Figura 2.26: Derivadas de f(z) de orden superior

Hallamos y/(z):

3z) tan(3
Y (z) = 3tan®(3x)sec?(3z) — 3tan(3z)sec?(3x) + 3sec(S:2(3z;n>( ?)
y'(z) = 3tan®(3x)sec?(3z) — 3tan(3x)[sec*(3x) — 1]
Y (r) = 3tan®(3w)sec?(3z) — 3tan®(3x) = tan®(37)
Hallamos 3" (z): entonces y” = 45 tan*(3x) sec?(3z)
2 cos®(3 °(3
Ejemplo 2.7.4 Halle y"(x) en y(x) = COSS( z) _ COSE)( z) _ cos(3x)

Calculo Iy 11




2. Derivada de funciones reales 159

Solucion:

Hallamos 3/ (z):

y(z) = —6cos?(3z)sen(3z) + 3 cos*(3z) sen(3x) + 3sen(3x)
Y (r) = 3sen(3z)[—2cos?(3z) + cos?(3x) + 1]
y'(z) = 3sen(3x)(cos?(3z) — 1)? = 3sen’(3z)
Hallamos 3" (z): entonces y”(z) = 45sen*(3z) cos(3z)
Hallamos 3" (z): entonces y"”(x) = 540 sen®(3x) cos®(3x) — 135 sen’(3x)
y" (z) = sen®(3z)[540 cos®(3x) — 135 sen?(3z)]

Representacién grafica de las funciones f(x), f'(x), f"(z) y f”(z) respectivamente.

Gréfica de F.T hasta tercer orden

150 FT
- Y
— dy/dx
100 d?yldx? |
3.0y 3

o d y/dx
x
3
™
o]
o
<
3
> 0
N
ko]
X
3z
%\ -50 \]V \\]\A\/ 4
>

-100 b

2150 ku 1

3 2 1 0 1 2 3
X

Figura 2.27: Derivadas de f(z) de orden superior

Ejemplo 2.7.5 Halle y" eny = 61[30058335) - Sell(g)x) — 3C(;S$ + BSznx]

Solucion:

Tenemos la representacion grafica de las funciones f(x), f'(x) y f”(x) respectivamente

SOI1L:

Calculo I y 11
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Curvas de funciones derivables
T T

6k
y
dy/dx

4r dyldx?

o
o~
x
8
N> 0
o
~
=]
S -2t
©
=

4+

-6

8F

3 2 1 0 1 2 3
X

Figura 2.28: Derivadas de f(z) de orden superior

40 40 8 + 8
. [ —9sen(3z)  3cos(3z) N 3senzw N 3cosx
‘ 40 10 8 8

y(z) = ¢ (3COS(35") _ sen(3z)  3cosz 3Sengj) .

6 1
= € (10 sen(3x)40 + seg(x)) = Ze’”(—?» senz + 4sen® z + 3sen(x))

= ¢%sen’(7)
Hallamos 3" (z): entonces y” = e®sen?(x) + 3e® sen?(x) cos(z)
y" = e” sen’(x) (sen(x) + 3 cos(x))

Ejemplo 2.7.6 Halle la seqgunda derivada de la funcion definida mediante.

I 3l 1 —cosz [ 3 n 1 ]
r)=-Iln—— —cosz
8 sen x 8sen?x  4sen*x
Solucién:
f@) = 201 - cosa) — In(sena)] - 2B 4 €Oy
) = —[ln(l—-cosz)—In(senz)| —
8 8sen?z  4dsentz
() 3[ sen x cosz, 3sen’x + 2cos’x sen2x+4cos2x]
x) = - — 2
8'1—cosx senzx 8 sensd x 4send x
() 6sen® z + 6sen? cos®  + 2sen? +8cos’x  8sen?x + 8cos’w 1
x) = _ _
8sen® x 8sen® x sen® z
Luego la segunda derivada es f”(z) = —5 COS(;U
sen® x

Calculo Iy 11
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2.8. Derivada funciones trigonométricas inversas

Las funciones trigonométricas inversas definidas como v = F.T'(z) = u(x) sean

derivables es su dominio respectivo y verifican las siguientes propiedades, [13]:

1. — arcsen(u) = b 4 iarccot(u) ___1 du
dx V1 —w? dx " dx 14w dx
2 d 1 du 5 iarcsec(u) = ; d_u
Y PR I T do
d 1 du d 1 du
— = . — 6. —arcesc(u) = ——— - —
3. o arctan(u) T2 d o (u) e

Ejemplo 2.8.1 Halle la primera derivada de la funcion f(z) = In(arctan(e®))

Solucién: Uso de propiedades de funciones trigonométricas inversas

Flz) = —arctaln(ex)%(arctan(ex))
Fla) = — L 10.20m]

arctan(e®) 1 + e?*

2arctanx arctan( 1— 552)
Ejemplo 2.8.2 Halle la seqgunda derivada de la funciony = 3 + 3
Solucién: Hallamos y/(x):
;L 2 n (1—2%? 222 —22+1
o= 2(xz24+1)  3(1 —22)24322 (1 —2a?)?
2 (1—2%)? 222 —22+1

3@ +1) 31-2P+32 (1-22)
2 n 1+ 22

3(22+1)  3(z*—22+1)

20t — 227 + 2+ 2t + 227 + 1
3(xt — a2+ 1)(a2+1)

3zt +3 x4+ 1

3 +1)  ab+1

Calculo I y 11
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Hallamos 3" (z):

J = 423(2® + 1) — 62 (2t + 1)

(26 +1)2
g =217 —6x° +4a?
YT T @b

Representacién grafica de funciones f(x), f'(z) y f”(z) respectivamente y estos son:

curvas de funciones derivables
T T T

—y
1r — dy/dx
d2yldx?

o
3

y, dy/dx, d?y/dx>
o

o
w1

Figura 2.29: Derivadas de f(z) de orden superior

In(x — 1) N In(x + 1)

2
Ejemplo 2.8.3 Halle y'(z) eny = \/?— arctan(%) +—% 5
Solucién:
y = v2__ 2 RS S
3 2ta2v2 Sw—1) 6@+

R n r+1—-az+1

O 3(2+122) 6(z2 —1)

12 1 w2424

32+ 22)  3(@2-1) 3(2+22)(22 1)

22
T o ta?—1

Calculo Iy 11
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1 242 1 1 20 —1
Ejemplo 2.8.4 Halle y" eny = 3 In(4/ %) + 7 arctan( I\/g )
2 —x

Solucion:

Uso de propiedades de logaritmos y hallemos y/(z)

1 1
Yy = 6[1n(372 + 22+ 1) — In(2® — 2 + 1)] + —=. arctan(

V3

. 2042 21 1 6/v3
YT 6@ r2e+l) 6(@—a+1) B3+ (20— 1)
B 20+ 2 20 — 1 n 1 2
622 +20+1) 6(x2—2+1) /342 —z+1)

z+1 r+1

3(z2+2x+1) 3@2—2+1)
z(z+1) x

(xt+ 23 +ax+1) 341

23+ 1— 323 B 213 — 1

Hallemos 3", esto es. 3 — @i IR La representacion grafica de

las funciones derivadas.

Curvas de funciones derivables
T T

05fF'

051

-y
— dy/dx

N d2yldx?
é _15 W/ y 1
B
N
T 2f
3
3 25
©
= 3t

-35

4+
45
3 2 1 0 1 2 3
X

Figura 2.30: Derivadas de f(z) de orden superior
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Esta es la representacion grafica de las funciones f(x), f'(x), f”(x) respectivamen-
te estos son: las trayectorias de color azul para la funcion original, las trayectorias de
color rojo representan familia de curvas para la primera derivada, mientras las tra-
yectorias de color naranja para la segunda derivada de la funcién f(x). Uso de reglas
de derivacion para funciones cocientes de expresiéon radical, funciones trigonométricas
inversas de arco tangente y funciones logaritmicas cocientes definidas en su dominio
contenidos en la recta real hasta segundo orden llamados derivadas de orden superior,
por ello es necesario conocer la definicion de derivada de una funcion real y de orden

superior.

Ejemplo 2.8.5 Halle y' en y = arcsen(v1 — x2)

Solucién:
Utilizando las propiedades de derivacion de funciones trigonométricas inversas, espe-
cialmente para arco seno de argumento radical en la variable z
1 d
y, — d_ V 1-— ZEQ
1—(V1—a2) “
1 1

oW

N N

/

T
oo _|x|\/1—x2

esta representa la curva para cualquier punto arbitrario del dominio de definicion.

Ejemplo 2.8.6 Halle v en y = +/arcsec(6x)

Solucidn:
ny — In(arcsec(6z))
2
y 1 6
y  2arcsec(6z) (62)v/362% — 1
y o 1 1
y  2arcsec(6z) (2)v/362% — 1
y = Y 1
2arcsec(6z) (x)y/3622 — 1
, In(arcsec(6x)) 1

vyo= 4arcsec(6z) (z)v/36x2 — 1
Calculo Iy 11
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-1
Ejemplo 2.8.7 Halle 3y en y = arcsec( ‘ )
e *+1
Soluciodn:
;o efe 1) fe (e 1) 1
b e
er+1 Y e +1
, et —et 42 (e +1)2
Yy (e—x+1>2 '(ex_1)‘\/(695_1)2_(6—90_}_1)2
, e’ —e T +2
y =

(e* —1).\/(e* + e @)(er — e * — 2)

2.8.1. Ejercicios propuestos

Halle la primera derivada de la funcién real definida

In(xz + 2 In(z? + 4z + 4 2¢ + 3
L, t2) I ),

2 6 12(z + 2)
5 1 | (x2+4a:+4)+ 2¢ + 3
.y =—.In
=% 25— 8 2(22 — 2z + 3)
5 B 3e” +26w+3
Y= et 4+ 3e~r g2t — ]
3 1 —cosz 3cosx Ccos T
4. y=-.In( — —
8 sen x 8sen?x 4sen?zx
. __arctan(\/g@x—i-l))_x3+3x2+5x+1
AT 3 6(22 — 21 1)
4o — 3 3r—8 2
6. y = arctan( ’ )—arctan(3i_2)+ 6z 19)
3+4coszx
7. y=2 _—
Yy arc COS(4 — SCosx)
9 Tx? + 13z — 3
8. y= é.arctan(x)jtw
r—1
9. y = arctan(y/z — 1) + arc cos( )
x

tan3(z) N tan®(z)
3 )

10. y = tan(z) —
Calculo I y 11
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2cos3r  cos®x

11. y = 3 T COS T
12 = sec(1l — 3x)
sec(1 — 3z) + tan(1 — 3z)

13 = arc sen(z) n zvV1 — 2?2

2 2
14 y:_arctan(x—i-l)_ r+4

2 2(z2 4 22 + 2)
15. y = arcsin(v/3 — v/3z) + arcsin(y/1 — /)
Teorema 2.8.1 Sea una funcion trigonométrica y = f(z) derivable en un punto

del dominio de definicion, entonces cumple las siguientes propiedades como regla de

derivacion.
. d du
1. Siy=senu entonces — senu = cosu—
dx dx
. U
2. Siy=-cosu entonces —cosu= —senu—
dx dx
) 5 du
3. Siy=tanu entonces — tanu = sec”u—
dx dx
. 9 U
4. Siy =cotu entonces — cotu= —csc”u—
dx dx
. d du
5. Siy =secu entonces — secu = secutanu—
dx dx
. du
6. Siy =cscu entonces — cscu = — cscucotu—
dx dx

2.8.2. Ejercicios propuestos

1. Halle 4" en Iny = sen®x + cos®

5 5
2. Halle ¢ en y = s E s

) )

sen(2x) — x cos(2z) tan(2x)

3. Halle ¢” =1
alle y~ en y n(COS(Ql‘) + xsen(Qw) + COS(Z’L‘) + xsen(2$)

Senxr — cos T
4. Halle y” en y = arctan(——
COSX + senx

9arctanz 9x2 +bxr +4
4 2(x? +1)2

5. Halle ¢ en y =

Calculo Iy 11
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z+1 1 20 — 1

\/ﬁ?x—i—l) + 7 arctan( 7

)

2
6. Halle y” en y = 3 In(

V36 —z22 36
7. Halle v en y = VO ZT L2 are Sen(z)
5 5 6
senx 1 1+senx
8. Halle ¢/ — D
areyeny 2cos?x 2 n( COS T )
9. Halle ¢ en y = In(2? + 4) + 1aurctan(f) + 4
' 2 2/ T a2 44

cos T 1

10. hale ¥/ en y = ~3 ln(tan(g))

2sen? x

2.9. Aplicaciones de la derivada de una funcion:

Parte 1

En la practica, el concepto de la derivada de funciones reales, no solamente pro-
porciona pendientes de las rectas tangentes a una curva en un punto Fy, ni velocidades
de las particulas en movimiento sobre una trayectoria rectilineo o curvilinea, sino per-
mite definir razones de cambio o tasas o crecimientos poblacionales, acontecimientos
fisicos, quimicos, bioldgicos y permite el analisis y estudio del medio ambiente, eficien-
cia de produccion, utilidades tasa de inflacién y rapidez con que varia una variable
dependiente de cantidades especificas respecto a otra variable especifica independien-
te. Ademas la definicion y propiedades de derivacién de una funcién nos proporciona
una herramienta poderosas para resolver problemas de optimizacién, para calcular
extremos relativos de una funcion real que describan situaciones reales, por otro lado
el uso de las propiedades de derivacion, permite realizar operaciones de costos margi-
nales en el area de economia y administracion, ademas las propiedades de derivacion
de funciones permiten aplicar a limites de funciones cocientes de resultados indetermi-
nados utilizando regla de Hospital, finalmente las derivadas para calcular los limites

de funciones.

Definicién 2.8 (Razén de cambio de una funcién) Dada una funciony = f(z),
se define incremento de x como la diferencia de las variables independientes Ax =
Ty — x1, el incremento de y denotado por Ay = yo — y1 son cantidades exactas pro-

ducidas. El cociente de los incrementos de cantidades discretas, se denominan razon

Calculo I y 11
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de cambio y de respecto a la variable x definida mediante, [6].

Ay y2—
Ar 19— 1

Definicién 2.9 (Razén de cambio instantaneo de una funcién) Dada una fun-
cion real y = f(x) y los incrementos respectivos de la variable dependiente y y la va-
riable independiente x respectivamente, la razon de cambio de una funcion se aplica

el operador limite a cada miembro, esto es,[6]:

dy . Ay . -y

— = lim — = lim

dr  Az—=0 Az w—a Ty — T
y' (o)

Razén de cambio porcentual es: RCP = cien por ciento, [4].

y(o)
Ejemplo 2.9.1 Dada la ecuacion de Boole de gases ideales a temperatura constante
(3+1t%)°
t2
inicial es Vy = 60cms3, donde t es el tiempo (seg). Calcule razon de cambio del volumen

definido PV = cte mediante el modelo matemdtico P = cmHg y el volumen

con respecto al tiempo al cabo de t = 10 sequndos.

Solucion:

Representacién gréfica de razén de cambio del volumen v'(t) al cabo de 0.1min.

Razon cambio de volumen
T T T T T T

dv/dt(cm3/min)
o o
© o
1 1

KA
-
1

a2t 1
dv/dt=-960t2/(t* +8t2+16)2

t(min)

Figura 2.31: Derivada de funcién de volumen

K(2+1?)
(3412)2
= 60 entonces K = 480, reemplazando se tiene el volumen

Sea la funciéon de volumen del gas ideal es V' = entonces el volumen

2K

inicial sera Vp = ¢

Calculo Iy 11
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. . . . : 480(2 + t2
arbitrario en tiempo arbitrario: V = Qcm?
(4 +2)2

Utilizando la regla de derivacion se tiene:

2t(4 +1%)% — 4t(4 + 12)(2 + %)

V' = 480.
(4+12)
/ 2t2 3
Vo= —480mcm /seg
Al cabo de t = 10 segundos,
, 21 315 . siomifi - .
V= —480(m)]10 = ~gras™ /seg ; significa que disminuye en esta cantidad

al cabo de 10 segundos.

Ejemplo 2.9.2 FEn los registros publicos de cierta provincia estd registrada una pro-
piedad de inmueble una casa que consta de tres habitaciones, t representa anos después
del ano 2010. El impuesto predial medio de la propiedad estd descrita por un modelo
matemdtico 1(t) = 30t* 4+ 40t + 500 nuevos soles.

¢A qué razon aumentard el impuesto predial medio de la propiedad con respecto al
tiempo en el ano del 20207.

¢A qué razon de cambio porcentual crecerd el impuesto predial medio de la propiedad

con respecto al tiempo en el ano del 20207,

Solucion:

1. Hallamos razén de cambio del impuesto predial, esto es: I’ = 60t + 40nuevos
soles/ano.
En el ano 2010,el impuesto del predio fue y t = 0 ano cero, I'(0) = 60(0) +40 =
40nuevos soles/aflo.
En el ano 2020 el impuesto del predio serd, en ¢ = 10 anos I'(10) = (60t +

40)]10 = 640nuevos soles/afio.

2. Razén de cambio porcentual sera: Para ello calculamos el impuesto predial al
cabo de t = 10 afios, esto es: I(10) = (30¢* 4 40t + 500)|19 = 3900 nuevos soles,

luego el cociente de:

(10 640
R.C.P = Z((m)) = 3900 — 0.166 porcentual, significa el impuesto predial ha

incrementado al cabo de 10 anos en 16.6 por ciento.
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Representacion grafica de la funcién de impuesto predial de una propiedad y la

razon de cambio esto es:

Curva de Impuesto predial y su derivada

l:impuesto predial
1200 ——— dl/dt:Crecimineto del Impuesto | 7|

1000 [

800

1, dl/dt

600 [

400

200 [

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t(afios)

Figura 2.32: Derivada de funcién impuesto predial

Ejemplo 2.9.3 La temperatura de cocinado un producto disminuye de acuerdo a
(4% + 16t + 75)

2+ 4t + 10

la ley de enfriamiento de Newton T(t) = 10 °C, donde t representa

horas.

1. Cual es la temperatura inicial del producto cocinado después de sacar del horno

a 75°C.

2. Encuentre razon de cambio de la funcion de temperatura al cabo de t =1 horas

,t =2 horas y t = 3horas.

Solucion:

4¢2 + 16t + 75
1. Temperatura del producto cocinado 7'(0) = 10lim (4" + 16t 4 75) = 75°C

t—0 {24+ 4¢t + 10
2. Hallamos razén de cambio para cada tiempo considerado, esto es:

8t + 16) (1% + 4t + 10) — (2t + 4)(4t? + 16t + 75)
(t2 + 4t + 10)2
35t +70
(t2 + 4t + 10)2

T'(t) = 10

T'(t) =

Calculo Iy 11
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velocidad que disminuye la temperatura del producto cocinado.

En t =1 horas se tiene: 7"(1) = _700(t2 +t4—;_|2_ 10)2 |1 = —9.33°C/horas.
En t = 2 horas se tiene: 7"(2) = —700 t+2 |o = —5.78°C/horas.
(12 + 4t + 10)?
t+2

En t = 3 horas se tiene: 7"(3) = —700 = —1.15°C/horas.

(t2 + 4t + 10)2 s

La representacion grafica de la disminucion de temperatura del producto cocinado

después de retirar del horno a medida que pasan las horas.

Descenso de la temperatura del producto

151

10

dT/dt(°C/seq)
o

-10 1

-15

T(°C)

Figura 2.33: Derivadas de funcién temperatura

Ejemplo 2.9.4 Si un estanque tiene 5000 galones de agua, la cual drena desde el
fondo del tanque en 10minutos, la ley de Torricelli define el volumen del agua que
queda en el estanque después de t minutos es V (t) = 5000(1 — lt—go)Q galones de agua,
definida en un intervalo 0 < t < 10 minutos. Encontrar la razon del drenado de

volumen de agua del estanque después de bmin y 8min respectivamente.

Solucion:
Representacion grafica del drenado de agua es: hallamos cantidad de agua que ha
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drenado al cabo de t = 5 min.

V A

1 \\‘\\
S ——
.
P 5 = >

Figura 2.34: Drenado de agua del estanque en minutos

Haciendo uso de las propiedades de derivacion para la funcién de volumen respecto
al tiempo t, esto es:

2, —2t t?
V'(t) = 5000(1 — 1—()())2@ = —100¢.(1 — 1—00)2galones/min.

Hallamos cantidad de agua que ha drenado al cabo de ¢ = 5 min
2

t
! —_ I _ 2 = — 1
V'(5) = —100. 11_{1;75(1 100) 375 galones,/min.

Hallamos cantidad de agua que ha drenado al cabo de ¢ = 8 min
2

t
"(8) — — { — )2 == i
V'(8) = —100. ll_rgt.(l 100) 288 galones/min.

Ejemplo 2.9.5 Una particula se mueve a lo largo del eje X, cuya posicion en cual-
2t
2 —3t+2

1. Velocidad y aceleracion en un instante de tiempo arbitrario t de la particula.

quier tiempo es x(t) = pies, para todo t > 0, calcule:

2. Encuentre la distancia recorrida, velocidad y aceleracion en los primeros 0.85

sequndos.

3. El movimiento de la particula es acelerado y/o desacelerado en la region esta-

blecida.

4. Trace las grdficas de las funciones de posicion, velocidad y aceleracion.
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Solucion:

1. Por definicion la velocidad es la derivada del desplazamiento respecto al tiempo
y usar la propiedad cociente de la derivacion.
4t(t* — 3t +2) — (2t — 3)(2t2 —6t* + 8t
2(t) = ( +2)—( )(2t%) 80 ies/see
(t? — 3t + 2)? (t? — 3t + 2)?

esta es la velocidad de la particula para el instante ¢ arbitrario.

Para hallar la aceleracién de la particula, derivamos la funcién de velocidad de

la particula y aplicamos propiedad de logaritmo y reglas de derivacion:

—6t* + 8t ) )
2(t) 12648 2t—3
o'(t) 624+ 8t 12 —3t+2

_12t+ 8 9% — 3
//t — /t _
(?) YO e e T 342

122 — 24t + 16 .

2'(t) = 31 2° pies/seg?

)

es la aceleraciéon de la particula en el tiempo arbitrario

2. La distancia recorrida de la particula al cabo de t = 0.85 segundos y esto es:

. , . 2t .
La posicién de la particula es: (0.85) = tLl(r)%S P32 9.85pies.
—6t* + 8t
La velocidad de la particula es:z'(0.85) = lim i = 8bpies/seg,

t—0.85 m

12t% — 24t + 16
La aceleracién es: x”(0.85) = i @ —3t _1_2)2
—0U. -

= 573 pies/seg2.

3. El movimiento de la particula es acelerado en las regiones 0 <t <1y 1<t <
1.33; desacelera en las regiones 1.33 <t <2y 2 <t <00
, estos indican el cambio de la concavidad hacia arriba y luego hacia abajo en
su desplazamiento la particula en el tiempo arbitrario, los llamados puntos de

inflexion sobre la trayectoria descrita del movil.

4. Representacion grafica de las funciones posicion, velocidad y aceleracion de la

particula.
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Movimiento de una particula

0.2

X(t):posicion

dx/dt: velocidad
015 d?x/dt?:aceleracion | -

x(t), dx/dt, d?x/dt?
o
o o
(8] =

o

-0.05

01k 1 1 L 1 1 1
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25

t(seq)

Figura 2.35: Posiciéon, velocidad y aceleracién del movil

Ejemplo 2.9.6 La Direccion de Salud de la ciudad de Puerto Maldonado ha re-

portado el brote de una epidemia del dengue y modelado por una funcion logistica

1000
1) =
1) 4 + 76(exp) 012

dica dias, del mes de mayo del ano 2016:

miles de personas que habian contraido el mal, donde t in-

1. Determine la velocidad de propagacion de la epidemia al cabo de una semana.

2. Determine la velocidad de propagacion de la epidemia al cabo de cuatro semana.

Solucion:

La poblacién de personas contagiadas por el virus de Dengue en la ciudad de Puerto

Maldonado inicialmente es:

) 1000
f(0) = %g% 4+ 76(exp) 012t

Ahora la velocidad de propagacion del virus en cualquier tiempo arbitrario resulta:

(exp
[4 4 76(exp)—0-12t]2

miles de personas en la ciudad de Puerto Maldonado, en cualquier tiempo.

= 14000 personas.

#6) = 0120 )0-12t

Hallamos el limite de la velocidad de propagacion del virus al cabo de t = 1 semana.

—0.12¢
‘(1) = 91201f (©xp)
f ( ) 9 Otgrll [4 + 76(exp)_0'12t]2

f'(1) = 190 personas fueron contagiados por el virus al cabo de una semana

Calculo Iy 11
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Hallamos el limite de la velocidad de propagacién del virus al cabo de cuatro semanas

esto es, t = 4 semanas.

, , (eXp>—0.12t ]
fl4) = 9120152 4 T 76(exp) 0121 = 0.38 miles de personas
f'(1) = 380 personas fueron contagiados por el virus al cabo de cuatro semanas

Representacion grafica de la velocidad de propagacion del virus dengue en la ciudad

de Puerto Maldonado en el mes de mayo del ano 2016.

Velocidad de propagacion del virus Dengue

40 F

dv/dt=9120exp(-0.12t)/(4+76exp(-0.121))>

w
al

w
o
T

Numero de personas contagiadas
N N
o (6]
T

[y
(&)
T

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t(dias)

Figura 2.36: Propagacién del virus Dengue

2.10. Aplicaciéon de la derivada de una funcioén real:

Parte 2

Uno de los aspectos mas importantes de nuestra vida diario es la optimizacion
del tiempo, costos de produccién, consumo de los articulos de primera necesidad y
uso de equipos e instrumentos a nuestro alcance, ademas el hombre busca el aprove-
chamiento adecuada de los recursos naturales de la regién y del pais. Un agricultor
desea preparar una mezcla de insecticidas para una buena fumigacion y efectiva de
hortalizas y minimizar el costo de los insumos, o pretende optimizar las utilidad de los
productos. En las diferentes profesiones se presentan problemas de distinta naturaleza

las cuales requieren ser expresadas a través de una funcién de variable real y estos
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a su vez deben ser maximizados o minimizados segin la naturaleza del problema en
base a las condiciones del objeto de estudio, es especial uso de conceptos de extremos

relativos.

2.11. Valores extremos locales y absolutos

Definicién 2.10 (Maximo absoluto de una funcién) Dada una funcion real de-
finida f: 1 CR — R, f(x) es continua en un intervalo abierto I = (a,b) tiene un

valor mdzimo absoluto en xo del dominio I C R, si cumple f(z) < f(xo) para todo

xel,[4], [15].

Definicién 2.11 (Maximo relativo de una funcién) Dada una funcion real de-
finida f: 1 CR — R, f(x) es continua en un intervalo abierto I = (a,b) tiene un
valor mdzximo relativo en el xy del dominio del intervalo contenido en la recta real,
esto es, I C R, si existe un nimero positivo 6 > 0 y cumple f(x) < f(xg) para todo

x € I. La pendiente de la recta tangente a la curva C: es horizontal en xqy del dominio,
f'(x) =0, [4].

Representacion grafica de la funcién maximo absoluto y relativo en su dominio.

Figura 2.37: Maximos y minimos de una funcion

Del grafico mostrado podemos afirmar el punto (b, f(b)) es maximo absoluto de
la funcién, esto x € [a,b] .
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La funcién y = f(z) es derivable en todo los puntos del intervalo cerrado = € [a, b]
, por su puesto la funcién es continua en el intervalo cerrado, la funcién f(x) tiene
maximo relativo en los puntos 1, 2, x4 de modo la primera derivada de la funcién
real es nula en estos puntos, f'(z;) = 0, x; = 1,2,4 | por consiguiente los pares
(1, f(x1)), (22, f(x2)) ¥ (24, f(x4)) son los llamados méximos relativos de la funcién

sobre la curva C: definidas el el intervalo abierto x €< a,b >, contenida en recta real.

Definicién 2.12 (Minimo absoluto de una funcién) Dada una funcion real de-
finida f: 1 C R — R, f(x) es continua en un intervalo abierto I = (a,b) tiene un

valor mdzimo absoluto en xo del dominio I C R, si cumple f(x) > f(xo) para todo
xel, [15].

Definicién 2.13 (Minimo relativo de una funcién) Dada una funcién real de-
finida f: 1 C R — R, f(x) es continua en un intervalo abierto I = (a,b) tiene un
valor minimo relativo en el xy del dominio I C R, si existe un nimero positivo 6 > 0
y cumple f(x) > f(xo) para todo x € I. La pendiente de la recta tangente a la curva

C: es horizontal en el punto xy del dominio, f'(x) =0, [13].

Del grafico mostrado podemos afirmar el punto (a, f(a)) es minimo absoluto de la
funcién, esto x € [a, b).

La funcién y = f(x) es derivable en todo los puntos del intervalo cerrado = € |a, b
, por su puesto la funcién es continua en el intervalo abierto o cerrado, la funcién
f(z) tiene minimo relativo en los puntos ¢, z3, x5 de modo la derivada de la funcién
es nula en estos puntos, f(z;) =0, z; = 1,2,4 , por consiguiente los pares (¢, f(c)),

(23, f(23)) v (x5, f(x5)) son minimos relativos sobre la curva C: en x €< a,b >.

2.12. Criterios para determinar extremos relativos

Definicién 2.14 Una funcion f : [a,b] — R tal que f(x) tiene extremo relativo en
el punto xo y existe f'(x) = 0 y se obtienen puntos criticos puntos estacionarios y
estan sobre el eje X. En cada punto se establece los mdximos o minimos relativos de
f(z) entonces resultan rectas horizontales a la curva.Si f'(x) # 0 no existe se llama
punto singular cuyas tangentes son horizontales a la curva, no determinan mdximos,
nit minimos relativos, pero pueden determinar punto de inflexion sobre la curva C,

definidos en el intervalo (a,b), interpretacion geométrica [4].
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f(x)>

-
|
a

Figura 2.38: Punto critico de f(x)

Definicién 2.15 (Criterios de regiones crecientes o decrecientes) Sea una fun-
cion f :[a,b] = R tal que f(x) continua en el intervalo [a,b] y diferenciable en (a,b)
entonces cumple:

Si dice una funcion f(z) es creciente en el intervalo I, si para todo z1, xo € I con

x1 < x9 entonces f(x1) < f(x2) o simplemente verifica f'(x) > 0 en todo x € (a,b).

Si dice una funcion f(x) es decreciente en el intervalo I, si para todo x1, xs € I con

xy < X9 entonces f(x1) > f(x2) o simplemente verifica f'(x) < 0 en todo x € (a,b),

[4:121].

Teorema 2.12.1 (Criterio de la primera derivada) Sea f : [a,b] — R tal que
f(z) es funcion continua en I = = € (a,b) y v = ¢ es un punto critico de f(x)

entonces f'(x) = 0 wverifica las siguientes condiciones.

1. Si f'(xz) > 0 para todo = € (a,c) y si f'(z) < 0 para todo = € (c, b) entonces el

par (¢, f(c)) es maximo relativo de la funcién f(x).

2. Si f'(x) < 0 para todo x € (b,c) y si f'(x) > 0 para todo = € (c,d) entonces el

par (¢, f(c)) es minimo relativo de la funcién f(z).

Interpretacion geométrica de extremos relativos por primer criterio de la derivada de
una funcién, la funcién es maxima en punto critico del par (xg), yo, entonces la funcién
en primera derivada es creciente y luego esta misma funcién es decreciente.Similar
para que la funcién sea minima en un punto critico del par (), yo, entonces la funcién

en primera derivada es decreciente y luego esta misma funcién es creciente:
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Ficy=0
e
o [ oy - .
4 i % F lx) =0
Frwxy=0l Y, r_: x
.l‘- i +
- : = E? : : d
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F {ME*--\ I _3.;?_,?" £ =0
e
Fied =0

Figura 2.39: Primer criterio de la derivada

Teorema 2.12.2 Sea f(x) una funcion continua en I = (a,b) y sea xo un punto
critico de f(x) tal que f'(x) = 0, entonces eziste f"(x) en todo x € (a,b) y afirmamos

las siguientes:

1. Si f"(z) < 0 entonces el par (zg, f(zo)) es maximo relativo.
2. Si f"(x) > 0 entonces el par (g, f(x)) es minimo relativo.

3. Si f”(x) = 0 entonces del par (zg, f(zo)) no se puede afirmar nada.

Definicién 2.16 (Concavidad y puntos de inflexién) Un punto (zo, f(x0)) que
pertenece a la curva C: es punto de inflexion, si la grifica es concava hacia abajo
sobre el intervalo {a,x¢) y la vez es concava hacia arriba sobre el intervalo (xg,b) o

viceversa, [4], representacion grdfica (Figura 2.40).

Concava
hacia armba

=
o
s 21 (P,
W

Figura 2.40: Concavidad y puntos de inflexion
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Teorema 2.12.3 (Condiciones para calcular puntos de inflexién) Una funcion
f(z) continua sobre un intervalo cerrado I, y xo, es punto critico de f'(x) = 0, si exis-
te un intervalo abierto xy € (a,b) entonces el par es (xo, f(x¢)) mdzimo o minimo

relativo de f(x) y verifica las siguientes:

Representacién grafica(Figura 2.41), para decisién de punto de inflexion de una fun-

cién:

f(x)

Figura 2.41: Criterios para encontrar puntos de inflexién

1. Si f"(z) > 0 para todo x € (a,xo) y si f’(z) < 0 para todo = € (z,b) entonces
el par (xg, f(z0)) es punto de inflexion de f(z).

2. Si f"(z) < 0 para todo = € (a,xq) y si f”(x) > 0 para todo = € (¢, b) entonces
el par (zo, f(zo)) es punto de inflexién de f(x).

3. Si f"(x) > 0 para todo = € (a,xo) y si f”(x) > 0 para todo = € (¢, b) entonces
el par (zo, f(zo)) no es punto de inflexién de f(x).

4. Si f"(x) < 0 para todo x € (a,xg) y si f”(z) < 0 para todo x € (x¢,b) entonces

el par (zo, f(20)) no es punto de inflexién de f(x).

Ejemplo 2.12.1 Halle los maximos y minimos relativos, puntos de inflexion y re-

giones crecientes y decrecientes de la funcion definida f(x) = —4x3 + 32> + 18z

Solucion:
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1. Hallemos lo puntos criticos de la funcién f(z) y hacemos f'(z) =0
f'(z) = —122% + 6z + 18 entonces f'(z) = —12z? + 6x + 18 = ( resolviendo la
ecuacion de segundo grado y resulta z = —1, x = —, establecemos los intervalos

abiertos (—oo, —1), (—1,1.5), (1.5, 00), representacion grafica.

Figura 2.42: Region creciente,decreciente y puntos de inflexion

2. Determinamos las regiones crecientes y decrecientes.
En todo el intervalo x € (—oo, —1), las pendientes f'(x) < 0 entonces la funcién
en esta region es decreciente.
En todo el intervalo x € (—1, 1.5), las pendientes f’'(z) > 0 entonces la funcién
en esta region es creciente.
En todo el intervalo = € (1.5, 00), las pendientes f'(x) < 0 entonces la funciéon

en esta region es decreciente.

3. Determinar maximos o minimos relativos de la funcién. Utilizando el criterio

de la primera derivada, representacién grafica, Figura 2 - 42.

Sea punto critico z = —1 y anélisis de las pendientes en las regiones dadas sobre
la curva C:

Si f'(z) < 0en todo x € (—o0,—1) y f'(z) > 0 en todo x € (—1,1.5) entonces
el par (—1, f(—=1)) = (=1, —11) es minimo relativo.

Sea punto critico x = 1.5 y anélisis de las pendientes en las regiones dadas sobre

la curva C:
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Si f'(x) >0 en todo z € (—1,1.5) y f'(x) < 0 en todo z € (1.5,00) entonces el
par (1.5, f(1.5)) = (1,20.2) es méximo relativo.

4. Determinar el punto de inflexién de la funcién f(z) y para ello hallemos la
segunda derivad f”(x) = —24x + 6 entonces f”(z) = —24x + 6 = 0 y resulta
xr= 1 denominado punto critico.

Analizamos las regiones crecientes o decrecientes en toda la recta real, si x €

(—1,1.5), consideramos = = 0 entonces f”(0) = —24(0) +6 = 6 > 0 con
1
0€ <_1’Z> y (1) = —24(1) + 6 = =18 < 0 con 1 € (4,1.5) entonces el par
1 1 1

(Z_L’ f(Z)) = (1,4.2) es punto de inflexién de la funcién.

Ejemplo 2.12.2 Halle los maximos y minimos relativos, puntos de inflexion y re-

3
giones crecientes y decrecientes de la funcion definida f(x) = x* — gxg — 5:1:2

Solucion:

1. Hallemos lo puntos criticos de la funcién f(z) y hagamos f'(z) = 0.

f(z) = 42® — 2® — 3z entonces f'(x) = 423 — 2% — 3x = 0 resolviendo la ecua-

cién de tercer grado y resulta x =0, x =1 x = 7 llamados puntos criticos,
-3 3
a continuacién establecemos los intervalos abiertos (—oo, T>’ <_4_1’ 0), (0,1) y

(1,00), tenemos cuatro intervalos abiertos sobre la recta real.

2. Determinamos regiones crecientes y decrecientes de la funcién definida en cada
intervalo abierto, utilizando analisis de las pendientes son positivas o negativas

en todo punto del intervalo abierto.

-3 . .
Para todo = € (—o0, T>, las pendientes evaluadas en cada punto del intervalo
considerado resultan f'(z) < 0, entonces nos permite afirmar la funcién f(z) es

decreciente.

-3
Para todo = € <T’ 0), las pendientes evaluadas en cada punto del intervalo
considerado resultan f’(z) > 0, entonces nos permite afirmar la funcién f(z) es

creciente.

Para todo x € (0, 1), las pendientes evaluadas en cada punto del intervalo con-
siderado resultan f’(z) < 0, entonces nos permite afirmar la funcién f(z) es

decreciente.
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Para todo = € (1,00), las pendientes evaluadas en cada punto del intervalo
considerado resultan f'(z) > 0, entonces nos permite afirmar la funcién f(z) es

creciente, representacion grafico.

A

-+

Furtos de mledidrn

Figura 2.43: Region creciente, decreciente y puntos de inflexion

3. Determinar maximos y minimos relativos de la funcién f(x), utilizando el segun-
do criterio de la derivada, para ello hallamos la segunda derivada de la funcion
en f'(x) = 42® — 2* — 3z existe para todo punto de la recta real. En efecto
f"(z) = 122 — 2x — 3 para todo = € R:

3 3 21
a) Sea el punto z = —27 evaluar en f//(_A_L) = (122 — 2z — 3)|3 = ik 0
3 3 4
entonces el par <_Z’ f( _Z_L» es minimo relativo de la funcién f(x).

b) Analizar el punto z = 0, y evaluar en f”(0) = (122% — 2z — 3)|p = -3 < 0

entonces el par (0, f(0)) es méximo relativo de la funcién f(x).

¢) Analizar el punto x = 1 y evaluar en f”(1) = (1222 =22 — 3)|;, =7 > 0

entonces el par (1, f(1)) es minimo relativo de la funcién f(z).

4. Determinar los puntos de inflexién de la funcién f(x), para ello requerimos la
segunda derivada, esto es: f”(z) = 122% — 2x — 3 entonces calculamos los puntos

criticos de la ecuacién de segundo grado utilizando féormula de baskara y resulta

) 7.2 5.2 . .,
122° — 22 — 3 = 0 entonces x = T3’ T = BEDR a continuacién establecemos los
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3 5.2 5.2 7.2 7.2
intervalos abiertos: <_é_l’ _E>’ <_E’0>’ (0, E> y <E’ 1).
3 5.2

Analizando f”(z) > 0 en todo = € <_Z’_E> y f’(x) < 0 en todo z €

5.2 5.2 5.2
(———,0) entonces el par (———, f(———)) es punto de inflexién de f(z).

12 12 12

: 7.2 7.2
Analizando f”(z) < 0 en todo x € <O,E> y f"(xz) > 0 en todo z € <E’ 1)
72 7.2

entonces el par <E’ f(ﬁ)) es punto de inflexién de f(x).

Ejemplo 2.12.3 Hacer andalisis general de extremos relativos de la funcion
flx)=a®—2* 30 -2

definida en el intervalo [—1, 3]. Calcular puntos criticos , puntos de inflexion y regio-

nes crecientes y decrecientes.

Solucion:

1. Para calcular los puntos criticos de la funcién f(x), utilizamos la regla de de-
rivacién y esto es, f'(z) = 3z* — 2z — 3 y hagamos f'(z) = 32> =22 —3 =0
resolviendo el sistema se tiene z = —0.72, x = 1.38 llamados puntos criticos de

la funcion establecida.

2. Establecemos los intervalos abiertos, para determinar las regiones de creciente
y decreciente, estos son: (—1,—0.72), (—0.72,1.38), (1.38, 3).

a) Analizamos todo los puntos del intervalo z € (—1,—0.72), si la funcién

f(z) es creciente o decreciente y utilizamos criterio de la primera derivada
f(z) = (x — 1.38)(z 4+ 0.72).
Six=—-0.7 € (—1,-0.72), f'(=0.7) = (z—1.38)(2+0.72)| o7 = 0.333 > 0
siz=—09¢ (—1,-0.72), f'(~0.9) = (x— 1.38)(z+0.72)|_go = 0.41 > 0.
Por consiguiente f'(x) = (z—1.38)(2+0.72) > 0 para todo x € (—1,—0.72)
entonces f(z) es funcién creciente en el intervalo (—1, —0.72)

b) Analizamos si todo los puntos del intervalo x € (—0.72,1.38), es creciente o
decreciente y por criterio de la primera derivada f'(z) = (z—1.38)(z+40.72).
Sea v = —0.6 € (—0.72,1.38), f'(—0.6) = (z — 1.38)(x + 0.72)| g6 =
—0.24 <0
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Sea x = —0.2 € (—0.72,1.38), f'(—0.2) = (z — 1.38)(x + 0.72)| g2 =
—-1.11 <0

Sea x =0 € (—0.72,1.38), f'(0) = (z — 1.38)(z + 0.72)|p = —0.99 < 0

Por consiguiente: f'(z) = (x—1.38)(z+0.72) < 0 en todo x € (—0.72,1.38)

entonces la funcion f(z) es decreciente.

¢) Analizamos si todo los puntos del intervalo x € (1.38, 3), es creciente o de-
creciente y utilizamos criterio de la primera derivada f’'(z) = (r—1.38)(x+
0.72).
Sea x = 1.5 € (1.38, 3) entonces f'(1.5) = (x—1.38)(x+0.72)|;5 = 0.26 > 0
Sea x = 2 € (1.38,3) entonces f'(2) = (z — 1.38)(z + 0.72)| = 1.68 > 0
Sea x = 2.5 € (1.38, 3) entonces f'(2.5) = (x—1.38)(x+0.72)|25 = 3.60 > 0
Por consiguiente: f'(x) = (x — 1.38)(x 4 0.72) > 0. en todo x € (1.38,3)

entonces la funcién f(z) es creciente.

3. Determinar los méximos y minimos relativos de la funcién f(z), utilizamos el
segundo criterio de la derivada para concavidad y esto, f”(x) = 6x — 2
Sea el punto critico x = —0.72, entonces evaluamos en f”(—0.72) = (6z —
2)|_p.72 = —6.32 < 0 en todo intervalo I, la curva f(z) es céncava hacia abajo,
entonces el par (—0.72, f(—0.72)) = (—0.72, —0.73) resulta un méximo relativo
de la funcién.
Sea el punto critico x = 1.38, entonces evaluamos en f”(1.38) = (6x — 2)|1.38 =
6.28 > 0 en todo intervalo I, la curva f(x) es céncava hacia arriba, entonces el

par (1.38, f(1.38)) = (1.38, —5.41) resulta un minimo relativo de la funcién.

4. Calcular el punto de inflexién de la funcién f(x), sea f”(xz) = 6z — 2 entonces
el punto critico es x = 0.33, establecemos los intervalos abiertos (—0.72,0.33) y

(0.33, 1, 38). Utilizamos la segunda condicién para punto de inflexion.

a) Sea x € (—0.72,0.33)
Sea x = 0 € (—0.72,0.333) entonces f”(0) = (6z —2)|g =—-2<0
Sea x = —0.5 € (—0.72,0.333) entonces f”(—0.5) = (62 —2)| g5 =—5 <0

Por consiguiente f”(z) = 6x —2 < 0 para todo z € (—0.72,0.333)
b) Sea x € (0.33,1.38)
Sea z =1 € (0.333,1.38) entonces (1) = (6x —2)|p =4 >0
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Sea x = 0.5 € (0.333,1.38) entonces f”(0.5) = (6 —2)|p5=1>0
Por consiguiente f”(x) = 62 — 2 > 0 para todo x € (0.333,1.38)

c¢) De (4a) y (4b) afirmamos el par (0.33, f(0.33)) = (0.33,—3.1) es punto de

inflexién de la funcién f(x).Representacién grafica:

Miximo ... 073 | > x
Relativao’ f :
/=30 |
_____ __E Minimo
-4l Relativo

Figura 2.44: Region creciente,decreciente y puntos de inflexion

Ejemplo 2.12.4 Dadas las funciones de costo iy ingreso en linea de artefactos Made
en Brasil definidos por C(x) = x® — 72? + 18z e I(z) = 1lz, donde x representa
cantidad de artefactos. Determinar el nivel de produccion que maximiza la utilidad

en miles reales.

Solucion:

1. Definimos funcién de utilidad U(z) = I(x) — C(z) = 11lx — (23 — 72? + 18x)
miles de reales, entonces U(x) = —x3 + 7z? — Tz miles de reales, establecemos
que la utilidad sea maxima, si verifica U’(z) = 0, hagamos uso de la regla de
derivacién para U'(z) = —3x? + 14z — 7 miles de reales / artefactos;luego re-
solvemos la ecuacién de segundo grado uso de férmula de Baskara y esto es,
x = 0.56, x = 4.09 miles de artefactos , dsea x = 560 artefactos y x = 4090

artefactos. Representacién grafica:

Calculo Iy 11



2. Derivada de funciones reales 187

Yy=U(x)
= = e X
S 4.00 L
70.56
Beneficio Beneficio
perdida mMAXImMo

Figura 2.45: Funcién costo U(z) maxima y punto de inflexion

2. La funcién de utilidad es maxima, entonces existe la segunda derivada de la
funcién de utilidad U”(z) = —6x + 14 y tenemos el punto critico en U”(x) =0
y resulta x = 2.33 miles de artefactos o x = 2330 artefactos.
Para calcular los extremos relativos de la funcién utilidad U(z) y analizamos

los puntos criticos en la segunda derivada, esto es:

a) Sixz = 0.56 miles artefactos, U”(0.56) = (—6z + 14)|o.56 = 10.14 > Omiles

de reales /artefactos2

entonces la funcién de utilidad establece un minimo relativo, (0.56, f(0.56)) =
(0.56, —4.3) miles ésea (560arte factos, —4300reales), esto significa que hu-
bo perdida en las utilidades, puesto que la produccién de artefactos es solo

560 artefactos.

b) Si x = 4.09 miles de artefactos, U”(4.09) = (—6x + 14)|409 = —10.56 <

Omiles de reales /artefactos2

entonces la funcién de utilidad establece un méaximo relativo, (4.09, f(4.09)) =
(4.09,20.1) miles ésea (4090arte factos,20100reales), esto significa que hu-
bo buena ganancia o buena utilidad, puesto que la produccion de artefactos
fue de 20100 reales.

3. Para determinar el punto de inflexion de la funcién de Costos U(x), establecemos
los intervalos abiertos y estos son: (0.56,2.33) miles de artefactos, (2.33,4.09)

miles de artefactos.
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a) Siz € (0.56,2.33) miles de artefactos y analizamos U”(z) = —6x + 14
z =1 ¢€ (0.56,2.33) entonces U"(1) = (—6x + 14)|; =8 >0

r =2 € (0.56,2.33) entonces U”(2) = (—6x + 14)[ =2 >0

Por consiguiente f”(z) = 6z —2 > 0 para todo = € (0.56, 2.33)

b) Siz € (2.33,4.09) miles de artefactos y analizamos U”(x) = —6z + 14
r =3 € (2.33,4.09) entonces U"(3) = (—6zx + 14)|3 = -4 < 0

r =4 € (2.33,4.09) entonces U"(4) = (—6x + 14)| = —10 < 0

Por consiguiente f”(x) = 6z — 2 < 0 para todo x € (2.33,4.09)

c) De (3a) y (3b) nos permite afirmar el par (2.33,U(2.33)) es punto de

inflexién de la funcién U(z).

Ejemplo 2.12.5 Un fabricante de un diseno desea construir una caja abierta de base
cuadrada , siendo el drea total de 108 pies cuadrados de superficie ;Qué dimensiones

tiene la caja?

Solucion:

2

La caja tiene una base cuadrada entonces el area de la base serd A = z°, ademas

el drea total resulta A, = 22 4 4xh = 180 entonces la altura arbitraria de la caja es
108 — 22
h=——
4
108 — 2% 10822 — z*
El volumen arbitrario de la caja es V = z%h = 2. n G x4 *

utilizamos reglas de derivacion y sea maximo el volumen de la caja:

La derivada del volumen de la caja respecto a una de sus componentes x, resulta.

d_V 216z — 43
dx 4
como el volumen es méximo entonces V’(x) = 0 resolviendo la ecuacién cubica se
tiene:
54z — 2% = 0 entonces = 0, z = /54 = 7.35 pies, representa el lado de la caja ,
mientras la altura sera:
108 — 22 108 — (7.52)?

h = — entonces h(7.35) =
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Por consiguiente el volumen de la caja es: V = (7.35)%.(13.48) = 728 pies ctibicas. De

la grafica tenemos las variable x que representa el lado de la caja y la variable altura

sea h.

X

Figura 2.46: Construccion de caja abierta

1
Ejemplo 2.12.6 Halle el punto critico de la funcion f(x) = sen(z) + ésen(3x) en

(—m,m) y grifica de la funcion.

Solucién:
Representacién grafica de las funciones f(x) y f’(x) ademéas de los puntos criticos:

Sea la funcién real f(z) =sen(z) + 3 sen(3x)

Puntos criticos de la F.T

151

NAWARWA [\

051

<
-l
-

-15

Figura 2.47: Puntos criticos de la funcién f'(z) =0
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Uso de las reglas de derivacién de funciones trigonométricas: cos 3z = 4 cos® x—3 cos ©
f'(x) = cos(x) + cos(3x) = cosx — 3cosz + 4cos® x

entonces para calcular el punto critico sea f'(z) =0

1 1
cos’x — 3 = (0 entoncescosx = + 5

Luego resulta x = £+7/4, llamados puntos criticos de la funcién f(z)

Ejemplo 2.12.7 Halle los extremos relativos de la funcion definida
0 223

f(z) = —8arctan(x) + 5 + 5 +a

ésta curva de funcion representa el desplazamiento de un caballo en el fundo de la

familia Rios, en la ciudad de Puerto Maldonado region de Madre de Dios.
Solucion:

1. Para calcular los puntos criticos de la funcién de desplazamiento del caballo,
para ello usamos las reglas de derivacién de funcién potencia y funcién inversa

de tangente para realizar consideramos la primera derivada es igual a cero, esto
es, f'(z)=0

-8
f(x) = — 1 + 24 22?2 + 1, resolviendo la ecuacién de cuarto grado tenemos.
x
-8 —8+ (22 +1)3
/ 4 2
f'(z) x2+1—|—x—|—:c+ 21

a partir de esta expresion se obtienen los puntos criticos singulares o no singu-
lares, luego determinar los extremos relativos de la funcién definida en x = +1

llamado punto criticos de la funcién.

2. Para hallar los extremos relativos de la funcién f(x), usamos el segundo criterio

de la derivada y esto es:

—8+ (22 +1)3 22[2(x? + 1)* + §]
f(x) = pop| entonces f”(x) = i)
202(z? +1)2 +8
Analizamos para x = —1 entones f”(—1) = 20" + 1)+ ]|71 = _8<0

(22 +1)
podemos afirmar el par (—1, f(—1)) es un méaximo relativo de la funcién po-

linomial y funcion inversa de tangente , esto quiere decir el caballo alcanza la
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altura maxima de la montana en el fundo de la familia Rios y evaluando resulta
(=1, f(—=1)) = (—1,4.41), esto implica, que el caballo sube la montana y al
mismo tiempo baja la montana el caballo.Analizamos la funcién de la segunda
cderivada para x = 1.

_ 2z[2(a* + 1) 4 8]

(1) = 1) 1=8>0

Podemos afirmar el par (1, f(1)) es un minimo relativo de la funcién. Represen-
tacion grafica de la funciéon polinomial y funcién inversa tangente de desplaza-

miento del caballo en la montana, del fundo de la familia Rios.

Extremos relativos de la funcién
T T

W
o
T

N
o
T

=
o
T

f(x)pies/seg
8 5 o

@
S
T

-3 -2 -1 0 1 2 3
X(seg)

Figura 2.48: Extremos relativos de la funcién f(x)

2.12.1. Ejercicios propuestos

1. Determine los valores de extremos relativos y punto de inflexién de la funcién

flx) = 2* — 223

2. Halle los valores de a, b, ¢ y d de modo que la funcién real satisfaga la condiciones

dadas:

a) f(z) = ax®+ bz* + cx + d tenga un maximo relativo en el punto (1,3) y
un minimo relativo en el (—2, —3)

b) f(x) = az® — bxr? + cx — d tenga un extremo relativo en (0,4) y un punto
inflexién en el (2, —3)
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3. Determine los valores maximos, minimos relativos, puntos de inflexion y regiones

crecientes o decrecientes de las funciones polinomiales:
a) f(z) = 3z° — 5z® + 2 y representacion grafica de la funcién polinomial

definida de quinto grado:

Extremos relativos de f(x)

T T T

300 1

f(x)
o

-200 [ 1

-300 [ 1

Figura 2.49: Puntos criticos de la funcién f'(x) =0

4

b) f(x) = % — 222 + 4 y representacién gréafica de la funcién polinomial

definida en cuarto grado:

Extremos relativos de f(x)
300 T T T

250
200
E 150
100

50

Figura 2.50: Puntos criticos de la funcién f'(x) =0
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2z — 2?
4. Hacer un andlisis general de la funcién f(x) = PR — definida en el interva-
x? — 3z —

lo Dy = R—{—1,4}. Calcular puntos criticos, regiones crecientes o decrecientes

y los vales de extremos relativos.

Extremos relativos de f(x)

Figura 2.51: Puntos criticos de la funcién f'(x) =0

5. Una empresa exportadora maximiza su utilidad de producciéon cuya de funcion
de costo es C'(z) = 1000 + 28z — 0.001z* + 0.0022* miles de ddlares y la funcién
de precio es P(z) = 90 — 0.02z millones de ddlares . Determine el nivel de
produccién que maximiza la funcién de utilidad U(x).

".Ir

-

Figura 2.52: Puntos criticos de la funcién f'(x) =0
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6. Durante el periodo de 20 anos entre 1975 y 1995 , la mayoria depredadores en
la ciudad de Puerto Maldonado fueron exterminados por los cazadores furtivos,
esto permitié la poblacién de venados crecieran muy rapidamente hasta que
una epidemia de peste causé una bajo muy significativa entre los anos de 1975
y 2005 se lleva una encuesta de la cantidad de venados existen y se modela
matematicamente por V(t) = 1—16.(—755 + 25t* + 6400) venados. En que afio fue
maxima la poblaciéon de venados y cual fue esta.

Extremos relativos de f(x)
T T

405

400

390

385

Figura 2.53: Puntos criticos de la funcién f'(x) =0

7. f(z) = ax® + bx + ¢ tenga un extremo relativo en (0,5) y un punto inflexién en

el (3,4)

8. f(z) = 23 — 22 — 2x halle los extremos relativos y un punto inflexién adem4s la

representacion grafica.

9. f(z) = z* — 8z halle los extremos relativos y un punto inflexién ademds la

representacion grafica.
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Capitulo 3

Integral indefinida y aplicaciones

3.1. Introduccion

La integracién y la derivacion estan intimamente relacionadas, son procedimientos
de operaciéon inversa; la integral indefinida establece una familia de funciones origi-
nales posibles, a partir de su derivada de una funcion, éstas se denominan funciones
antiderivadas. La naturaleza de esta relacién es una de las ideas mas importantes
en las matematicas avanzadas como resultado del descubrimiento y estudio de los
grandes matematicos: Isaac Barrow(1669), Gottfried Leibniz(1672), y otros quienes
aportaron en el desarrollo del calculo diferencial e integral y aplicaciones al contexto
real y calculo de dreas figuras geométricas conocidas o no necesariamente, es mas su
aplicacion a la sociologia, antropologia, psicologia, fisica y ciencias bioldgicas, resul-
tandos claves en la interpretacion de modelos matematicos [4].

La integracién es un concepto fundamental del calculo integral,basicamente, es una
generalizacién de la suma de pequenas areas infinitesimales. El calculo integral, en-
cuadrado en el calculo infinitesimal, es una rama de las matematicas el proceso de
integracion o antiderivacion, es muy comun en la ingenieria y en la matematica en
general; se utiliza principalmente para el longitud de arco, calculo de areas y volume-
nes de regiones y solidos de revolucion. La integral indefinida es una funcién real o
constituye una familia de funciones, es decir en el proceso de integracion no se le
ha considerando los limites de integracion, como consecuencia se logra obtener una
gama de resultados de funciones de naturaleza como: algebraicas, polinomiales, tri-
gonométricas, logaritmicas, exponenciales etc,, pero como una familia de funciones a

partir de estos, podemos construir curvas de nivel en el plano, ademas se debe tener
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196 3.2. Integrales indefinidas

las tablas de integrales indefinidas para resultados de problemas aplicados a la fisica,

economia, biologia, matematica pura, ingenieria etc, [23].

3.2. Integrales indefinidas

Definicién 3.1 Sea una funcion F : (a,b) — R tal que F(x) se llama funcion pri-
mitiva de f : (a,b) — R donde F'(x) = f(z) para todo x € {(a,b) y se expresa
matemdticamente: /f(:c)d:c = F(z)+ C para todo x € (a,b).

Si F(z) es la primitiva de f(z); el conjunto de las infinitas primitivas que esta ex-
presado, como una familia de soluciones de una ecuacion diferencial de primer grado,

y la especificacién del punto (xg, o) se conoce como condicién inicial de la ecuacion

diferencial y nos da una solucién particular.

f(z) : Se denomina funcién integrable
dr : Variable de integracion
Constante de integracion

Signo integral

—Q

Figura 3.1: Familia de curvas en |a, b]

La derivacién y la integracién de una funcién son procedimientos inversos del
calculo diferencial e integral, tienen numerosas aplicaciones en las areas de Fisica,
Ingenierias, Administracién, Economia, Biologia, Ciencias Sociales; ahora nos limi-
taremos al estudio de las funciones primitivas o llamadas anti derivadas usando los

métodos y técnicas de integracién y para ello las funciones f(x) son continuas en el
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intervalo de definicién e integrables, por consiguiente la soluciéon general establece una

familia de soluciones o curvas o niveles de curva en el plano.

La derivada es la inversa de la integracién: di(/ f(z)dx) = F'(x)
x

la integracién es la inversa de la derivacion: /f(x)dx = F(z)+ C, [4], [21].

3.3. Propiedades fundamentales de integrales in-

definidas

3.3.1. Propiedades de linealidad

Sean las funciones u = f(x), v = g(z) funciones derivables e integrables definidas

en un intervalo abierto, cerrado o en toda la recta real, [5].
1. / [f(z) £ g(2)] dx = /f(x)dx + /g(x)d:c =F(z) £ G(z) + ¢

2. / [kf(x)de =k / f(z)dz + ¢ , donde ¢ es una constante real
3. /df(x) = f(z) +c

3.3.2. Primer grupo de férmulas de integracion

Desde que la derivacion y la integracién son operaciones inversas, las integraciones
se llevan a cabo invirtiendo las correspondientes férmulas de derivacién, razén por
lo cual se llaman las férmulas resultantes o integrales Inmediatas. Sea una funcion
integrable w = f(x) y su respectiva diferencial du = f’(z)dz entonces verifica las

siguientes propiedades, [4], [16].

un+1
1. /u”du: +c 3./du:u—|—c
n+1
d
2./—u:1nu+c 4./6“du:e“+c
U

Ejemplo 3.3.1 Dada la funcién derivable F'(x) = 32* — 4z, con la condicién inicial

F(2) = —3. Halle la familia de curvas soluciones y represente la grdfica de las curvas.
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198 3.3. Propiedades fundamentales de integrales indefinidas

Solucién:

Si F'(x) = 3z — 4 utilizando la propiedad de integral inmediata resulta F(z) =
/(31‘2 —4x)dr =3 / ridr — 4/xdx = 2® — 22 + ¢ denominada familia de curvas
solucién. Ahora la constante es, f(2) = (z® — 222 4 ¢)|, entonces resulta ¢ = —3, por
consiguiente la funcién primitiva es F(z) = 2* — 32 — 3

Gréfica de la familia de curvas integrales:

y—x3—2x/
-3
y=x-2x"=
\

Figura 3.2: Familia de curvas en [—3, 5]

\

()]
=

2xr —5H

—|d
x2—5x+7] o

Ejemplo 3.3.2 Halle la integral indefinida de y(x) = /[xQ.(x3+16)3+

Solucion:

Hacemos cambio de variable u = (23 + 16) entonces su diferencial es du = 3x*dz o
du

3
dv = (2x — 5)dz

= 2?dx, similar hacemos cambio de v = 2% — 5z + 7 entonces su diferencial es

ylx) = /[:1:2(x3 +16)* + ﬁ]dm = /xg(:zs3 + 16)dx + / ﬁdz

2 —br+7 2 —5x+7
du dv  u?
3
= —_— - = 1
y(x) /u 3 + ” 12—1— n(v)
3 164
ylx) = %—Hn(zz—Sx—i—?)ch

Ejemplo 3.3.3 Halle la solucion general de y'(x) = 6x + 2 definida en un intervalo
[—3,5] y considere las constante de integracion ¢y = =5, co = 3, ¢c3 = 0 y ¢4 = 8,
ademdas grafique dichas funciones.
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Solucion:

Si y' = 6x + 2, utilizando propiedades de integral indefinida inmediatas resulta:

y(x):/(6x+2)dx:/6xdx+/2dx:3x2+2x+0

, esta la solucién general contenido en el intervalo [—3, 5]

Ahora las soluciones particulares de las funciones soluciones en el intervalo [—3, 5]
Si ¢ = 0 entonces la curva pasa por el origen y = 322 + 2x

Si ¢ = 3 entonces la curva es y = 322 + 22 + 3

Si ¢ = —5 entonces la curva pasa por el origen y = 3x% + 2z — 5

Si ¢ = 8 entonces la curva pasa por el origen y = 3x% + 2x + 8

Tenemos la representacion grafica.

Figura 3.3: Familia de curvas en [a, b]

1
Ejemplo 3.3.4 Halle la integral indefinida I = /(\/ 1+ 2—)m*3dm
T

Solucién:
/ 1
Hagamos cambio de variable de u = 4/1 + o entonces elevando al cuadrado y orde-
x

nando se tiene:

udu

u —

8(u? — 1) = 73 y su diferencial es = dx reemplazando se tiene:

/( 1+ 2i)x—3da; _ 8/u2(u2 1) = 8/(u4 — u?)du

T
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Su  8u?
I = -8 / wdu + 8 / uldu = —% + % + ¢ reemplazando se tiene:
5 3
81+ —)2  8(1+-)2
2x 2x
I = —
5 + 3 +c
. . . , 3a3
Ejemplo 3.3.5 Halle la integral indefinida de I = T gda:

Solucion:

La funcién fraccionaria impropio integrable dividamos y resulta

x3 N Ox
=z
2 -9 2 -9

realizando la propiedad de integral inmediata se tiene:

323 9z 9z
I = /x2_9dx:/(:c+x2_9)dx:/xd:c+9/x2_9dx

Ox 22 9 [du
= /azda:+9./x2_9dx—?+§ "

2 2
9
= %+gln(u):%+§1n(x2—9)+c

Representacion grafico de la familia de curvas:

familias de funciones
1600 T T T

1400
1200
1000

500 F y=0.5x+4.5log(x?-9)+C

y,yl,y2

600 [

400

200

-200 5
-10 0 10 20 30 40 50

Figura 3.4: Familia de curvas en [—10, 50]
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4323 4 422 + 62 — 2
Ejemplo 3.3.6 Halle la integral indefinida de I = / L v —:L_ x4 o dx
x3 — Az

Solucién:
La funcién integral es impropia y hagamos la division euclidiana y se tiene:
81?2 — 6z — 2

x3 —4x

flz)=2—-3+

;o /x4—3x3+4x2+6x—2dx
3 — Az

8x2 — 61 — 2 . : .
- (x — 3)dzr + #dx uso de fracciones parciales para el segundo término.
3 —dx

x? 5 —I—/ 8r2 — 6x — 2 q
= — -3z x
2 z(r —2)(x +2)

2 A B C
= T 3y / [—+ + ]dz Resolviendo la ecuacion se tiene:
2 r x—2 x+2

21 9
7B:_yC:_

A(z* —4) + Bz(z 4+ 2) + Cx(x — 2) = 822 — 6z — 2 entonces A = 1 1

22 1 21 9
I = - - — d
2 3x+/[2x+4(x—2)+4(x+2)]x

N —

22 1 21 9
- T ~d = 4 7 4
2 3x+/2m x+/4(m—2) x+/4(x+2) v

x? In(z) 21ln(z—2)  9ln(zx +2)
= 5 - 3x + 5 + 1 + 1 +c
2x
Ejemplo 3.3.7 Halle la integral indefinida I = / n de
ex

Solucion:

62:5 2%
I = dx = 7 — d
/ew+2x /[6 oot

= /e””dm—?/ ¢ dx
er 4+ 2

= e"—2n(e"+2)+c¢

Representacion de familia de curvas integrales.
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Familia de curvas soluciéon
16 T T T T T

14

12 -
y=exp(x)-2log(exp(x)+2)+C
10r

Y, yl,y2
(o))

Figura 3.5: Familia de curvas en [—23]

3.3.3. Ejercicios propuestos

22 +3 ) 2(3 — )32
— _ o\ —1/2 _ \1/2 o\ )
1. / G der =—-12(3 —z)" /" + 123 —x)/" + 3 +c

_27/2 24 _25/2
2. /<x+4>2¢x—2daz=($ 7) + “5) +24(x — 22 4 ¢

423 811/4 39(3 87/4
3. /(x3+8)3/4x5dx: @+8 7 BT

33 21

23 —4x? —br—1 x? 1
4. der = — 91 —
/ P e B T

5+ In’x In?z

5. [ =" dr=——"—3Inz+4ln(lnz — 3

/x(?)—lnx) T 5 nr+4hn(lnz —3) + ¢

22— 1 3 5 2

6. dr="In(z —2) — —In(z — =

/3553—11:@2—12::;—4 v= gl =2 -l —3)+c

223 (x+2)? 5ln(2®—42+3) V3 21 — 2

R — — X2 arct

/2$2—4x+3 ‘ S 4 5 arctan(——z=) +e

10e3® e 101In(5 + €37)
8. [("H + ———)do =
/(e + 5y eew) x 3 + 3 +c
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3.3.4. Segundo grupo de féormulas de integracién

Sea una funcién u = f(x) derivable e integrable en un intervalo abierto o en toda la

recta real y su diferencial es du = f’(x)dx entonces verifica las siguientes propiedades,

[4], [13]:

a® a*
1./a“du: +c 2./e“du: +ec=¢e"+c
In(e)

3.3.5. Tercer grupo de férmulas de integraciéon

Sea una funciéon u = f(x) derivable e integrable en un intervalo abierto o en toda la

recta real y su diferencial es du = f’(x)dx entonces verifica las siguientes propiedades,

[4], [13]:

1. /sen(u)du = —cos(u) + ¢ 8. /csc(u) cot(u)du = —csc(u) + ¢
9 u  sen(2u)
2. [ cos*(u)du = st 9. [ tan(u)du = —Incos(u) + ¢
3. /cos(u)du =sen(u) + ¢ 10. /cot(u)du = Insen(u) + ¢
4. /secQ(u)du = tan(u) + ¢ 11. /sec(u)du = In(sec(u)+tan(u))+c
9 u  sen(2u)
5. [ sen®(u)du = 5T T +c 12. [ esc(u)du = In(esc(u) —cot(u))+c
6. /CSCQ(u)du = —cot(u) + ¢ 13. /tanz(u)du =tan(u) —u+c¢
7. /sec(u) tan(u)du = sec(u) + ¢ 14. /CotQ(u)du = —cot(u) —u+c
2 2
Ejemplo 3.3.8 Halle la integral I = / sen v+ ZOS T de
cos? 2x

Solucion:

Utilizamos las propiedades de integrales de funciones trigonométricas y esto es:

[_/Sen2x+0082x+3

5 dr = /tan 2x sec 2zdx + /sec 2xdx + 3 / sec? 2xdx
cos? 2x
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Hagamos cambio de variable u = 2x entonces su diferencial es du = 2dx

1 1 3
I = E/tanusecudqu§/secudu+§/secgudu

1 1 3
= §Secu+ Eln(secqutanu) + §tanu—|—c

1 1 3
= 5sec 2z + 5 In(sec 2z + tan 2z) + 2 tan 2z + ¢

Representacion de familia de curvas integrales de funciones logaritmicas y funciones
trigonométricas trascendentales, en el argumento de la variable x, definidas en un

intervalo abierto contenido en la recta real.

Familia de curvas
T T T

15

y2

0

Yy, y1,y2

Figura 3.6: Familia de curvas solucion

Ejemplo 3.3.9 Halle la integral I = /(sec2 5x + csc? br + sec bz )dx

Solucién:
Aplicando propiedades de integrales de funciones trigonométricas trascendentales de
secante y cosecante dentro de integrales indefinidas en proceso de integracion en las
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variables definidas de x, definidas en un intervalo abierto contenido en la recta real.

1
I = /(sec2 5x + csc? bx + sec br)dr = s /(se02 u + esc u + sec u)du

1
= 5[/(8602 udu + /CSC2 udu + /Sec u)dul

1t L t +11( + tanu)
= —-tanu — —cotu — In(secu anu
5 5 5

1 1 1
=z tan Hr — R cot b + R In(sec 5z + tan 5x)

Representacion gréafica es una familia de curvas integrales, que describen la dinamica
de evolucién de ciertas situaciones del contexto real, definidas en un intervalo abierto

contenido en la recta real:

familia de curvas
T T

80

y=0.2*tan(5*x)-0.2*cot(5*x)+0.2*log(sec(5*x)+tan(5*x))+C

60

40

o

Yy, y1,y2

e
%

-20

-40

Figura 3.7: Familia de curvas solucién

Ejemplo 3.3.10 Halle la integral indefinida I = /sen 2x cos dxdx

Solucién:

Aplicando propiedades de integrales para el producto de funciones trigonométricas
trascendentales de seno y coseno en los argumentos establecidos y utilizando las pro-
piedades de transformacién a suma de funciones trigonométricas.Representaciéon la
grafica de curvas integrales, dadas en términos de funciones trigonométricas trascen-

dentales Figura 3.8.
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familia de curvas
0.5 T T T

y
yl| 4
y2
y3

0.4

03

0.2

01

Y. y1,y2,y3

0.1

0.2

-0.3

Figura 3.8: Familia de curvas solucion

1
I = /sen 2x cosdxdx = 3 /senucos 2udu

1
=35 / sen u(cos® u — sen® u)du
1 9 1 3
I = — | senucos®udu — = [ sen” udu
2 2
3 3 3senu — sen 3u
Sabemos que sen 3u = 3senu — 4 sen” u entonces sen” 1, = 1
1 1 [ 3senu — sen3u
] = = 2 I
5 /senucos udu 5 / 1 du
1 5 3 1
= — [ senucos”udu — = | 3senudu — — | sen3udu
2 8 8
Sea z = cosu entonces du = — sen zdz ademas y = 3u entonces dy = 3dz
1 3 1
I = —§/z2dz + 3 /senudu ~ 2 /senydy
Ls + ; cos cosy +
= ——=2°4+ —-cosu— — c
6 "3 24 “Y

1 39 +3 2 ! 6x +
= ——=COS X — COS 2 — — COS 0T C
6 8 24
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Az 2 2x 2
Ejemplo 3.3.11 Halle la integral indefinida I = /%dw
e X

Solucién:
Hacemos cambio de variable e** + 1 = u entonces €** = u — 1 y su diferencial es
du

2(u—1)
la representacion grafica.

= dx, y utilizando las propiedades de integracion de funciones exponenciales,

familia de curvas
T T T

y=(exp(2x)+1)/2-0.5log(exp(2x)+1)+2x+C /

-1 -0.5 0 0.5 1 15 2

Figura 3.9: Familia de curvas solucién enl-1, 2]

du

o 1/u2—2u+1—|—2u—2+2
2 u(u —1)

1 1
= = / Ldu uso de fracciones parciales se tiene:
2 ) u(u—1)

B 1/ u2—|—1 _u /du /
2 u—l N u—1

du 1
= E__/ /u_lz——ﬁlnu—i-ln(u—l)%—

e2m_|_1
2

N

1
- l (u) +In(u—1) +¢ b In(e* + 1) + In(e**+) + ¢

|

2"
62x+1

1
= 5 —éln(e2x+1)+2x+c
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3.3.6. Cuarto grupo de férmulas de integracion

Sea una funcién u = f(x) derivable e integrable en un intervalo abierto o en toda la
recta real y su diferencial es du = f’(x)dx entonces verifica las siguientes propiedades,

[13], [4], [21]:

Vva? + u?) a U

d V/
1. /—u:arcsen(g)—i-c 7. /d—u_ 1lnw+
«/a2_u2 a U(
c

5 / du 1 ; (u>+
: ——— = —arctan(—) + ¢
a?+u?  a a / du u
8. | —= = —arccos(—) +c¢
N )
du 1 uU—a " —u a
3. ﬁ:—ln( )+C
u? —a 2a ‘u+ta du U
9. /—2 5 = —arctan(—) + ¢
! / \/du_ 1 () + v ’
. — = —arcsec(—)+c
u(Vu* —a®) a a 10. arcseng+arccosgz7r/2
a a
5 du B 1 | (u—{—a)+ " .
' a2 —u2  2a t a—u ¢ 11. arctan — + arccot— = /2
a a
du
6. | ——— =In(u+Vva®2+u?)+c u u _
/ /a2 + 2 ( ) 12. arcseca+arccsca 7T/2
Ejemplo 3.3.12 Halle la integral indefinida I / 6dx
.3. alle la integral indefinida [ = | —8M—
Jemp J 22 + 42 + 13

Solucion:

I_/ 6 dx_/ 6dx
) 224+ 137 ) (42249

hacemos cambio de variable u = x + 2 y su diferencial es du = dx

6d 1 2
126/ “ :6(—arctan(u)+c:2arctan(x;: )+ ¢

u? + 32 3
2
I= 2arctan($ i )+c
3)3+5
Ejemplo 3.3.13 Halle la integral indefinida I = (z+3)"+ dz

V9 — (z + 3)?
Solucion:

Sea u = x + 3, cuya diferencial es du =dxr y r = u — 3

(x+3)3+5d u?+5

S o™

/ widu n / 5du
o—e ) Vioa
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Hacemos cambio de variable z = 9 — u? entonces 2udu = —dz

[:/ dz—{—/\/r

- 9 ~1/2 1 1/2 bdu

= —52 dz + 5/2 dz + ﬂ
9 L—1/2 1/2

= 2 dz + = 5 / dz + 32 — u2

1 )
= 921/2+§z3/2+—arcsen )+c

3 (3
1 d
= 99 —u?)2 4 5(9 —u?)3? 4 3 arcsen(%) +c

1 ) 3
= 99— (z 432+ 3(9 — (x4 3)%)*% + 3 arcsen(x i

3

)+c

S+ 224+ 3r -5
Ejemplo 3.3.14 Halle la integral indefinida I = / e dx
x?—4r+38

Solucion:

’+22+3r -5 15(z — 3)
I = dx = b5+ ————]d
/ 2 —4dr+8 /[ac+ +m2—4:p—|—8]x

15 20— 4 dx
= 5)d — | —d 5| ——
/(.1:—1— )x+2/x2—4x+8 T /x2—4x+8

x? 15 15 Tz —2

= ?+5x—|—71n(:€2—4x+8)—?arctan( 5

) +c

Ejemplo 3.3.15 Halle la integral indefinida

53
[= | ———d
/2x2—4x+3 *
Solucion:
I = dr=5 [ [= 14+ —>2——1|d
/2 —4r+3 /[2:““ o dr 3™
25 z—1 ) dzx
N /Id$+5/dz+?/2x2—4x+3dx_5/23:2—4:54—3
5a? /d +25/ z—1 d—{—5/ dz
= — T —dx + -
4 2 202 —4x + 3 4) (z—1)2+1/2
5a?

25 2
= T + 52 + gln(Qx — 4z +3) + % arctan(v2(z — 1)) + ¢

Calculo I y 11
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3rt 4+ 1123 — 1322 — 91z — 127
x
x® 4+ x4 — 10123 — 1922 4+ 92 + 90

Ejemplo 3.3.16 Calcule la integral I = /

Solucion:

Descomponer en factores primos el polinomio el denominador y resulta:

25 + 2t — 1012% — 1922 + 92 4+ 90 = (z — 2)(2* — 9)(2* + 32 + 5), para el proceso

de integracion utilizaremos fracciones parciales de tipo cuadratica.

3zt 4+ 112 — 1322 — 91z — 127 A +B:c+C Dz + E
2+ 2t — 10123 — 1922 4+92+90 -2  22—9 22432 +5

Resolviendo el sistema de ecuaciones resulta los valores de A = 3, B =0, C' = 1,
D=2y FE=-1

I / 3 i 1 n 20 — 1 d
- x
r—2 22—-9 22432z+5

3 1 20 — 1
1 = / dr + / dr + / S por integracion inmediatas se tiene:
x—2 x2 =9

2 +3x+5
1. -3 2r + 3 4
I = 31 —2 -1 ——dz— | ——d
nz—2)+3 n<x+3)+/x2+3x+5 v /:L'2—|—3:c+5 !
1. -3 8 6x +9
I = 3ln(z—2)4+=1n +1In(2? 4+ 32+ 5) — —— arctan(——) + ¢
(@=2)+ gln(C5) + In )= g arctan ()
6 5
Ejemplo 3.3.17 Halle la integral indefinida I = Ldm
VbH — 4w — x?
Solucion:
I 6x — 5 6x + 5

———dr = dx
V5 —dx — 22 V9 — (x4 2)?

Hacemos cambio de variable u = x + 2, entonces du=dx, x=u-2

;_ 6u—7du_ 6udu _/ Tdu
Vo—uz ) Vo—u? V9 — u?

dz du
= 3 —=dz—7 | ——= = —62"/2 — Tarcsen(u/3

Tz [ (w3

2
= —62% —Tarc sen(g) = —6(9 — u®)/? — Tarc sen(x i )
2 2

= —6(9—u2)1/2—7arcsen($+ ):—6(9—(m+2)2)1/2—7arcsen(x+ )+c

Calculo Iy 11
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3.3.7. Ejercicios propuestos

Halle las integrales indefinidas, usando los grupos de férmulas de integracion:

8 5 20 — 3
1. v dr — V12x — 422 — 5 + Tarcsen( i )+ c
V12x — 42?2 -5 2

4% — 2422 28 —2
2. /;Ta:isdx:4x2—8x—281n(x2—4x+6)—%arctan(x\/i

2+1 3 —1
3. Ldm = _(:r;+ V3 + 2z — a2 +arcsen($ ) +c
V34 2z — a? 2

) +c

2
2 — 3 s 9 r+3
4. /mdx:ln(l5+6x+m)—%arctan( \/6 )+C
5. /(secx+cscx)2dx:tanx—cotx+secx+c
r—3 r—3
6. [ V7+6x—22dr = 3 )V 7+ 62 — 22 4+ 2arcsen( 1 )+c
T —3 9 T —
7. [ V6xr —22dr = ( 5 )v6x—x2+§arcsen( 3 )+ C

—xg 1 2 i 222 + 1
8. /2+x2+x4dxzzlln(2+m +x4)—garctan( 7 Y+ec

1 -1
9./\/5—|—2x—:£2d1::(x—2i_ )v5+2x+x2+21n[x2 +Vat+2x+5]+c

2e7 + ¢~ 1 1
10. /?):zj——;_xdx = 33" —de™) + g3 —de ™) + o

3.4. Meétodos de integracion

3.4.1. Potencia de integrales de seno y coseno

1. Sean las integrales de la forma: / sen” udu o / cos" udu para todo n impar

positivo , se debe sustituir :

2k+1 2k+1

sen”u = sen’**lsenu = (1 — cos?u)*senu o cos"u = cos*Tlsenu = (1 —

sen? u)* cosu

2. Sean las integrales de la forma: / sen” udu o / cos” udu para todo n par posi-

tivo , se debe sustituir:

k k
n ok 1 — cos2u " ok 1 + cos2u
sen™ u = sen“* u = — 0 cos" u = cos“Fu = — s

Calculo I y 11




212 3.4. Métodos de integracion

3. Sean la integrales / sen” u cos™ udu donde n , m son pares o impares se sigue

los procedimiento tos anteriores, [4], [12], [21].

Ejemplo 3.4.1 Halle la integral indefinida /sen7 3zdx

Solucion:

Utilizamos el primer caso , n = 7 es impar y se tiene:

I = /sen7 3rdr = /(sen2 37)% sen 3xdr = /(1 — cos® 3z)? sen 3zdx

I = /(1 — 3cos? 3z + 3 cos® 3z — cos’ 37) sen 3zdx

I = /sen 3rdr — 3 / cos? 3z sen 3zdx + 3 / cos*(3z) sen 3wdr — /cos6 3z sen 3xdx

Sea u = 3x entonces du = 3dx usando las formulas de integracién se tiene

1 1
I = g/senudu—/c082usenudu+/cos4usenudu—§/0086usenudu(1)

1 1 1 1

= gcosu—gcos3u+gcos4u—ﬁcos7u+c
_ 1 3 L 53 +1 13 ! "3z +
= 30033: 3cos. x 5cos X 21005 x4+ cC

Representacion grafica de la familia de curvas.

Familia de curvas solucion

Figura 3.10: Familia de curvas solucion de F.T

Calculo Iy 11
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Ejemplo 3.4.2 Halle la integral /COS6 Sxdx

Solucién:

Utilizamos el segundo caso, puesto que n = 6 es par y se tiene:

1 1 1 2
I = /00365$d:£ =% /(cos2 u)du = - /(M)?’du

5 2
1/1+3cos2u—|—300322u—|—cos32ud
= - u
5 8
1
= E[/ du+3/cos 2udu+3/cos2 2udu—|—/cos3 2udul
3 3 1
= %+%Sen2u+8—g+%sen4u+4—o (1 — sen? 2u) cos 2udu
u . 5 +3u+ 4 +sen2u 1 390+
= — + —sen2u+ — + —— sendu — ——sen°2u+c
40 80 80 320 80 240
x sen 20x 1
= — + —senl0 — ——sen® 10
20 T80T a0 T aa0 % T

Representacion grafica de las curvas solucién.

Familia de curvas
T T T

02

0.15

01f

0.05

Y, y1,y2,y3

-0.05

-0.1

Figura 3.11: Familia de curvas solucién de F.T

Calculo I y 11



214 3.4. Métodos de integracion

3.4.2. Potencia de integrales trigonométricas de tangente, se-

cante e inversas

1. Sea la integral / tan” udu o / cot” udu, n es par, segin propiedades trigo-
nométricas, se tiene tan” u = tan" 2 utan®?u = tan" "2 u(sec?u — 1) o cot" u =

cot" 2w cot? u = cot" 2 u(csc?u — 1)

2. Sea la integral / sec" udu o / csc” udu, n es par, segun propiedades trigo-

k k

nométricas, se tiene sec” u = sec? u = sec* 2 usec? u = (1 + tan®u)*sec?u o

csc®u = cse?F u = csc?* 2 ucsc? u = (1 + cot? ) esc? u

3. Sea la integral /tan"usecm udu o /cot"ucscm udu, n es par, se procede los

dos casos anteriores, [4], [10], [21].

Ejemplo 3.4.3 Halle la integral indefinida /tan8 3xdx

Solucion:
8 1 8 1 6 2
I = tan® 3zdxr = 3 tan® udu = 3 tan® u tan® udu

1 1 1
= = /(tan6 u)(sec? u — 1)du = 3 /tan6 usec? udu — 3 /tan6 udu

3
1 6 2 1 4 2
= 3 tan® usec” udu — 3 tan” u(sec®u — 1)du
tan’ tan®
- A e, tan® u(sec? u — 1)du
21 15
tan’u  tan®u N tan®u 1 . N u N
= — — —tanu+ — + ¢
21 15 9 3 3
tan” 3x  tan® 3z N tan? 3z 1t 9% 42 4
= — — —tan3z+zx+c
21 15 9 3

Ejemplo 3.4.4 Halle la integral indefinida /sec6 2xdx

Calculo Iy 11
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Solucion:

1
I = / sec 2xdr = / sect 2z sec? 2xdx = 3 / sec* usec® udu

1 1
=35 / sec* usec® udu = 3 /(1 + tan® u)? sec” udu

1
- 5/(14—ZtanQU+ta114u)se021,mlu

1 1
= 3 / sec® udu + /tan2 usec® udu + 3 /tan4 u) sec? udu

1 1 1
= §tanu+§tan3u+§/tan4usec2udu

1
= §tanu+§tan3u+1—0tan5u

1 1 1
= §tan2x+ gtan32x+ﬁtan52x+c

familia de curvas soluciéon

. . ' ; = .

20 F y |
yl

10 /// y2

-20

Y. y1,y2,y3

-30

-40 |

-50 [

Figura 3.12: Familia de curvas solucién de F.T

Las curvas integrales son una familia de trayectorias definidas en su dominio y re-
presentan la suma de funciones trigonométricas trascendentales y describen la dindmi-

ca de evolucién de un fenémeno natural o artificial en el tiempo y espacio.

Calculo I y 11




216 3.4. Métodos de integracion

Ejemplo 3.4.5 Halle la integral indefinida /sen4 21 cos® 2xdx

Solucion:

1
/ sen* 3z cos® 3xdr = / sen” 3z cos* 3z cos 3xdr = 3 sen* u cos* u cos udu

1 1
I = g/sen4 u(1 — sen®u)? cos udu = g/sen4u(1 + 2sen” u + sen® 1) cos udu

1 2 1
= 3 /sen4 u cos udu + 3 /sen6 u cos udu + 3 /sen8 u cos udu

= isen5u+zsen7u—|——sengu—l—c
15 21 27

1 2 1
= —sen®3r+ —sen’ 3z + —sen’ 3z + ¢

15 21 27

Las curvas integrales son una familia de trayectorias definidas en su dominio y repre-
sentan la suma de funciones trigonométricas trascendentales y describen la dindmica

de evolucién de un fenémeno natural o artificial en el tiempo y espacio.

Ejemplo 3.4.6 Halle la integral indefinida /cot5 2z csc’ 2xdx

Solucion:
1
/ cot® 2x cse” 2xdr = 3 / cot* uesc® u cot u csc udu

/(1 — esc® u)? esc® u cot u csc udu

/(1 — 2csc? u + csct u) esc® u cot u esc udu

N~ N~ DN~

/(Csc6 u — 2csc® u + esc'’ u) cot u csc udu

1
= 5 escb u ese u cot udu — cse® u cot u esc udu + csct? v cot u esc udu

1 1

1
= ﬁcsc7u—§csc9u+ﬁcscllu+c

1 1 1
= ﬁcsc7 2r — §csc9 2 + ﬁcsc11 2r +c¢

Calculo Iy 11
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familia de curvas solucion
T

6000

4000

2000

o
DR

.
)

|

-2000

Y, yl,y2

-4000

-6000

-8000

-10000

Figura 3.13: Familia de curvas solucion de F.T

3.4.3. Ejercicios propuestos

Halle la integral indefinida utilizando las propiedades de integracion:

cosb6r  cos’ 6z N cos® 6z
192 208 960

1. /sen5 3x cos® 3xdr = —

cos®3zr  cos”’3zr  cos?3r  cos''3z

5 9

2. 73 43 dr = —
/sen x cos” 3xdx = X - . ' N - L,
2 secd/? 92 gech/2
3. /tan3x5605/2xdx: secTw  2seclw
9 5
3 3 2
n /COS x+ Zen $cos$dx:sen2x+1n(senx)+c
2 cos®/? 9 gocd/?
5. /sen3xcos3/2xdx:_ cos®z  ZsecFm

1 1
[sec 2z + csc 2z)%dx = 5 tan 2z — 5 cot 2x + Inf[csc4x — cot 4z] + ¢

—

senbr senllx

dr =
sen 8x sen 3xdx 10 2

+c

sen® x cos 3xdr = 3cos2r  3cosdw n cos 6 Lo

1 1
sec® 3z tan® 3xdr = IR sec® 3z — 9 sec® 3z + ¢

— — —

Calculo I y 11
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r  sen2r sen®x
10. Yz /2 200 /Ndxr = — — _
0 /sen (x/2) cos™(x/2)dx G 3 o c
5 csc*2x  cot?2x 1
11. /Cot xdr = — g + 10 + §ln(sen2x) +c
cos2x cosdxr  cosb6x
12. 2 —— _
/senxsen x cos 3xdzx 3 + T o
9 6 12
13. /Sem4 3xdr = % — se;12 r + ser;G X +e
sen’ xdx sen2x 3z
14. ——F— =tanz + —— +4c
cos? x 4 2
2 1 2 5
o / <Secl gj—:an);;c ~dz = 2In(1-+tan x)—0-5ln(tan2m—tanx+1)+ﬁ arctan(
c
cos® ¥ + 3sen®wcosz + x 2¢0892x  2cos?2x 22

3.5. Integracion por sustitucién trigonométrica

Es una alternativa cuando una funcién integrando presenta caracteristicas espe-
ciales y para se utiliza las funciones trigonométricas y las propiedades y se presentan

tres casos de sustitucion:

Figura 3.14: Relacién de funciones trigonométricas

1. Sea Va2 — 22 = \/a? — (asen)? = y/a2(1 — sen?6) = acosf

2. Sea a2 — a? = /(asec)? — a2 = \/a%(sec2 — 1) = atand

3. Sea Va2 + 22 = \/a? + (atan)? = \/a2(1 + tan® ) = asecf

Calculo Iy 11
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dx
2y 22 4+ 25

Ejemplo 3.5.1 Halle la integral indefinida I =
Solucién:

Sea la funcién trigonométrica x = 5tan z entonces su diferencial es dz = 5sec? zdz
y reemplazando se tiene V52 + 22 = /52 + (atanz)? = 1/52(1 +tan?z = Hsecz

reemplazando estos resultados en:

sec? zdz

dx
= d
/xQ\/:p2+25 /25tan2zsecz &
d 1
= /%dz:%/csczcotzdz

1 1
= — [ csczeotzdz = ——cscz+c
25 25

Va2 + 25

- T ¢

Representacion grafica de la familia de curvas solucién:

Familia de curvas solucién
30 T T T T

20k y=sqrt(x?+25)/(25*x)+C

10

Y.yl y2
o

)

-10

-20

-30

Figura 3.15: Familia de curvas solucién

Ejemplo 3.5.2 Halle la integral indefinida
- -

Solucion:

Hacemos sustitucion trigonométrica y su respectivo diferencial y reemplazando se

Calculo I y 11
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tiene:

3
2x = 3sec z entonces dr = 3 sec z tan zdz, ademas:

VA4r2 — 9 =1+/9sec2z — 9 = 3tanz

;o 5dx B 20 / sec z tan zdz
B w342 —9 27 sec z tan z
20 1 20 d
27 ) sec?z ° = 27 cos® zdz
20 1 2 10
= 77 wdz 77 dz + — /cos 2zdz
= Ez—i—isen2z EZ—FESGHZCOSZ-FC
o277 27 277 27
10 2x 10 \/4952 3

= —-arcsec

27 (5 3 )+ 27 2 235
10 2x 5 V4x? —

= 2—7arcsec( 3) IR

Representacion grafica de curvas solucién:

Faimilia de curvas
T T T

y:(10/27)asin(2x13)+(5/18)(sqrt(4*x2-9))/(

0.2k
0.4k

-0.6 =

-0.8

Figura 3.16: Curvas solucién

246 11
Ejemplo 3.5.3 Halle la integral indefinida wdm

VT — 6z — 22
Calculo Iy 11
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Solucién: Completando al cuadrado el polinomio radical 7—6x—2% = 16— (z+3)? =

16 — 22, sea z = 4senu entonces dz = 4 cos udu

2+ 6x+ 11

(z+3)*+2

I = —dr =
VT — 6 — x? V16 — (x + 3)?
2242

V16 — 22

1 2 d
_ / 6 sen u4cosudu+/8008u udu
4 cosu

4 cosu

dx

d / 2y +/ 24
Z = Ey——— VA E—— YA
V16 — 22 V16 — 22

1— 2
= /165en2udu+/8du:16/$du+8u+c

= 8/du—8/0082udu+8u—|—c

= 16u — 4sen2udu+ c =16 arcsen(i) — 8senucosu + ¢

= 16arcsen(
= 16arcsen(

= 16arc sen(m i

r+3 2V 16 — 22
)8 T e

)—38

4 4

3)_(x+3)\/7—62x—x2

Representacion grafica de la familia de curvas solucién:

Yy, y1,y2

30

20

0r

-0+

-20

-30

-40

-50

Familia de curvas solucion

y:16asin(0,25x+0.75)+(0.2x+1.5)sqrt(7-6*x-x2) C

-30

-25 -20 -15 -10 -5 0 5 10

Figura 3.17: Curvas solucién

15

r+3 T+ 37— 6z — 22
1 +c

Cc

Calculo I y 11
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3.5.1. Ejercicios propuestos

Halle la integral indefinida utilizando propiedades de sustitucién trigonométrica:

1 1
1. /\/3—2x—x2dx:2arcsen(x+ )+<x;— )V3 =2z — a2+ C

4

1
2. /xQ.\/ 16 — x2dx = 32 arc sen(%) 3V 16 — 22(8x — 2°) + C

x’ 11 2@ + 3
_ _ o 2 — et
3. /\/—4x2+12x—5dx_(3 27)V —4x2 + 127 — 5 + Sarcsen( 5 )+ C
227 (z+2)* 5 V3 2z — 2
4 | s5—xde = ~In(22° — 4 — ~Zarct
/2x2—4x+3 ’ 5 Tz 1n(25" — 4z +3) — - arctan( 7 )+C
1 1
5. /V4+$2d$=§V4+x2—l—§ln(:ﬂ+\/4+x2)+0
2% — 4y + 4 .
0. - s df:—($—1)V—$2+2x+3+arcsen(:€ )+ C
-2+ 22 +3 2
12 3 2 2x — 1
7'/ de = — + — arcsen +C
(22 —1)\/(42? — 4z — 8)° V3@Ea? =4z —8) 9 =)
2?dx 1 T, 2x(4—2?)
. | ——/—— _ — —arctan(=) — == C
/(x2+4)3 o1 arc an(2) (1122 +
/ 203 5w+l 5 1
T = — — =
($2+2$—3)3/2 4,/1.24_23:._3 2 /1,2_{_21,__3
’ 22 55 -5
VIt +2r+5
C
? 11 20 +3. 1
11. /\/_4x2:i12x_5d:v:§arcsen( T )+§(3—2$)\/—4$2—12x—5

92v9 — 22 81
12. /x2x/9 — 22dx = % +3 arcsen(g) + % (9 — 22)3

3.6. Integracion por partes

Método de integracién por partes es fundamental y su aplicacion a una serie de
problemas sociales, econémicos , ambientales, fisicos etc., esto se define como producto
de funciones logaritmicas, trigonométricas, potencias , exponenciales, polinomiales.

Esto implica que nos encontramos de una integral indefinida no facilmente de su

Calculo Iy 11




3. Integral indefinida y aplicaciones 223

resolucion y se require de uso de todas las propiedades de integracién directas o es-
peciales.

Sean u = f(x), v = g(z) dos funciones derivables y integrables sobre un intervalo
abierto contenido en la recta real, y se tiene por uso de la regla de derivacién de
funciones reales:

d(uv) = udv 4+ udv entonces udv = d(uv) — vdu aplicamos el operador integral a cada

/udv:uv—/udu

conocida como integracién por partes, donde la funcién u = f(x) se considera mas

miembro y queda asi:

dificil, puede ser una funcién polinomial, exponencial, logaritmica, funciones trigo-
nométricas directas o inversas para el proceso de derivacién y la diferencial dv se
considera mas féacil para el proceso de integracion, y luego deber utilizarse propieda-
des de integracion, y tiene dos términos el primero sed sustituye y el segundo término

se continua con el proceso de integracion segin las propiedades, [12], [10], [21].

Ejemplo 3.6.1 Halle la integral indefinida I = /$264’”d1‘

Solucion:

Sea u = 22 entonces su diferencial es du = 2zdx,mientras la funcién v = / edr =

et . . . >
e reemplazando estas funciones en la formula de integracién por partes.

/udv = uv—/udu

/x%“dm = x2£ — %]'

4x 4x 4x 4x
I = L P I
/:Ue X :U4 1 x x4 16+C

Reemplazando en [ el resultado I’ respetando el orden y signo de las funciones inte-
grales y los elementos diferenciales equivalentes y se procede respetando las reglas de

derivacion e integracion.

4x 1 4x 4x
P= [ = - g -l
_ Az 2 T i
= ez 8—|—16]+c

Calculo I y 11
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Representacion grafica de la familia de curvas:

Gréfica de familia de curvas

2500 [ b

2000 F y=e¥ (x2-x.[2+1/16)+C ]

< 1500

Y, y1,

1000 [

500

Figura 3.18: Familia de curvas solucién

Ejemplo 3.6.2 Halle la integral indefinida /x3 sen xdx

Solucion:

Representacion grafica de las curvas solucién:

Familia de curvas solucién
T T T T

V. y1,y2,y3

-1000 [

y:cos(x)(»x3+6*x)+sin(x)(6*x2-6)+c 7
‘ L L L ! L L L
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
X

Figura 3.19: Familia de curvas solucién
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Sea u = 2% entonces du = 32%dz , ademds v = / sen xdx = — cos x reemplazando

el la férmula de integracién por partes se tiene:

I = —2%cosz+ /3x2 cos xdx, seau = x* entonces du = 2xdz,v = senzx
= —z3cosx + 62%senx — G/xsen xdx, sea u = x entonces du = dxr,v = — cosx

= —x3cosx+6x2senx—|—6xcosx—6/cosmdx

= —z3cosx + 6x2senx + 6z cosx — 6senz + ¢

= cosz[—2° + 6z] + sen z[62® — 6] + ¢

Ejemplo 3.6.3 Halle la integral indefinida /3:U arctan® rdx

Solucion:

Uso de férmula de integracién por partes, sea v = arctan? x entonces su diferencial
2

x x
, ademas la variable v = [ 3zdx = ——, ahora reemplazando
x?2+1 2

du = 2arctan

€I11:

I = / 3x arctan® zdx

_ 323 arctan® x x? arctan zdx
N 2 2?2 +1

3z? arctan®
= M—B/(l— 1)arctanwd:v

2 x?
3x? arctan® x
= — - B/arctanxdx + 3/ 7T 1) arctan xdz,
x

uso de integracién por partes al segundo término, y esto es , u = arctan x entonces
du =

o 1dw luego v =z

3x2 arctan® x

I = ——3xarctanx—|—3/ v

2 +1

5 d:r;—l—3/udu

322 arctan? 3 3
= w—Sxarctanx—i-iln(a:2+1)+§u2+c

3 2 t 2 3 3
= w — 3z arctanx + 5 In(2z* + 1) + 5 arctan’(z) + ¢
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Ejemplo 3.6.4 Halle la integral indefinida de /x3 sen(x — 2)dx
Solucién:
/x3 sen(z — 2)dx = /(z +2)®sen zdz = /(23 +62% + 122 + 8) sen zdz

I:/zgsenzdz—|—6/zQSenzdz—l—lQ/zsenzdz—i-E%/senzdz

Sea u = 23 entonces du = 32%dz y v = —cosz [ = —z3cosz + 3/22 cos zdz +

6/z%enzdz+12/zsenzdz—8c0sz

Sea u = z? entonces du = 2zdz, v = sen z para el segundo término, mientras para el

tercer término se tiene u = 2%, y vl = — cos z

I = —z3c05z+3228enz—6/zsenzdz—62’260824-12/zcoszdz+12/zsenzdz—8cosz

= —zgcosz—i—SZQSenz—6220082—6/Zsenzdz—|—12/zcoszdz—8(:osz+c

= —2%cosz+32%senz — 62%2cosz+ 12zsenz + 6z cos 2 + 12cosz — 6sen z — 8 cos z + ¢

= —z3cosz+32%senz — 622 cosz + 12zsenz + 6z cosz + 4 cos z — Gsen z + ¢
= —(x—2)%cos(x —2) + (z — 2)*sen(x — 2) — 6(x — 2)* cos(x — 2) + 12(z — 2) sen(x — 2) +
6(z — 2) cos(x — 2) + 4 cos(x — 2) — 6sen(z —2) + ¢

Ejemplo 3.6.5 Halle la integral indefinida /(x3 — 327 + 21 + 3) In(x)dx

Solucidn:
d
Sea u = Inz entonces du = — ademds v = /dv = /(x3 —32% +2r + 3) =
x
4
% — 2% 4+ 2% + 3z ahora reemplazando en la férmula de integracién por partes.
4 4
d
/(m3—3x2—|—2m+3)1na:da:: (% —x3—|—:172+3a7)1nm—/(% —x3—|—:172—|—3a:)—x
x
zt z3
I = (Z—x3+x2+3x)lnx—/(z—x2+x+3)dx
4 4 3 2
= (%—m3+x2+3x)lnx—f—6+%—%+3x+c
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3.6.1. [Ejercicios propuestos

Halle la integral indefinida usando la férmula de integracion por partes

237 sen 2 N 33T cos2r  e*sen2x  e%* cos 2

dx = rarctanz — In(sec(arctanz)) —

2 +1 2

©

1. /(63‘”+62‘”+3) cos 2xdx = 13 13 1 + 1
3sen2x n
c
2
3 2 1
2. /arc sen(3x + 2)dx = v arcsen(3z + 2) + g\/—9x2 —6x—3+c
3. /sec3(3x)dx _ sec(3z) tan(3z) N In(sec(3x) + tan(3z)) L
6 6
2 t 1 — g2 1 — 2
4. /xarctan(\/l — 22)dx = LA an;\/ ) _ v 5 e
2cos(3xr)  2zsen(3r)  z%cos(3z)
5. [ 2*sen(3z)dx = —
/a: sen(3x)dx o + 5 5 +c
SIn*zr  22°Inz  22°
2t nadr =2 - il
6/xnx‘r 5 % 135 ¢
. / (z* + bx? + 4) arctanxdx o arctan s — 3arctan’® x B In(z% + 1) e
(22 1 1)2 2 2
/ 2? arctan x arctan? x

3 2
T 7+ 2
anrcsenxd:c:Earcsenx—l— 9 vVi—z2+c¢

3.7. Aplicacién de integrales indefinidas

En el contexto real se presentan problemas sociales, fisicos, ambientales, econémi-
cos, biologicos etc., que son expresados mediante modelos matematicos denominados
de ecuaciones diferenciales de primer orden, segundo orden los cuales para hallar la
solucion general se requiere uso de las propiedades de integrales indefinidas. Por ejem-
plo el problema de crecimiento y decrecimiento poblacional, Ley de calentamiento y
enfriamiento de Newton, problemas asociados a la termodinamica, conservacién de

masa y densidad.

Ejemplo 3.7.1 La temperatura del agua desciende de 100 °C a 85°C en un tiempo

de 12 minutos.El agua se coloca a un recipiente de temperatura 30°C. (a) Halle la
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228 3.7. Aplicacion de integrales indefinidas

temperatura al cabo de 20 minutos (b) determine el tiempo si la temperatura del agua

llega a 45°C.

Solucion:

1. Sea T'(t) la temperatura del agua en cualquier instante de tiempo ¢ minutos, la
temperatura inicial del recipiente es 30°C, entonces el agua transfiere su calor
hacia el recipiente y tenemos la ecuaciéon de enfriamiento de Newton: T'(t) — 30,

dr

y razéon de cambio de la temperatura es o proporcional a la disminucién de

T'(t) — 30, entonces la Ley de enfriamiento de Newton queda expresada s
—k(T(t) — 30), esto implica la temperatura del agua estd disminuyendo en el

tiempo y por ello se considera la constante de proporcionalidad —k.

dr
2. Utilizar el proceso de integracion de = —k(T'(t) — 30) aplicamos el operador

integral a cada miembro /dfrachT -30=— / kdt entonces In(T'(t) —30) =
—kt 4+ C, luego usamos la propiedad de logaritmo y resulta: T — 30 = A.e % y

la funcién de temperatura del agua es: T'(t) = 30 + A.e~* en cualquier tiempo

arbitrario.

3. Por condiciones iniciales del problema de enfriamiento de Newton para el agua:
T(t) =30+ A.e ¥ °C
Si ¢t = 0 minutos tenemos 7'(0) = 30 + A = 100 entonces la constante resulta

A =170 °C; el problema de enfriamiento de Newton queda T'(t) = 30 + 70e~*

4. Hallemos la constante de proporcionalidad k, al cabo de t = 12minutos la
temperatura del agua llega T'(12) = 85°C entonces T'(12) = 30 + 70.e7'?* = 85
resolviendo la ecuaciéon obtenemos k = %, ahora reemplazando estos valores
queda el problema de enfriamiento de Newton T'(t) = 30 + 70e~%%% °(C, la

temperatura del agua en cualquier instante de tiempo.

5. Determinamos la temperatura del agua al cabo de ¢ = 20minutos 7'(20) =
304 70e%92%20 = 77°C, luego si la temperatura del agua es T'(t) = 45°C entonces

—0.02¢

hallemos en que tiempo llega a esta temperatura, 45 = 30+ 70e resolviendo

la ecuacidn se tiene t = 77 minutos.

Representacion grafica de la solucion particular.
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Funcién de temperatura del agua
T T

-0.02t

180 [ y=30+70.e

-50 0 50 100
t(minutos)

Figura 3.20: Solucion particular

Ejemplo 3.7.2 Un termometro que marca 18°F' luego se lleva aun cuarto cuya tem-
peratura es de 70 °C. Un minuto después de la lectura del termometro es de 31°F.
Determine la funcion de temperatura en cualquier tiempo arbitrario y determine la

temperatura del termometro al cabo de 5 minutos después de ser llevado al cuarto.

Solucion:

En base a las condiciones del problema de enfriamiento de Newton se tiene la ecuacién
diferencial, este caso el cuarto tiene mayor temperatura, y el termémetro tiene menor
temperatura, esto implica el cuarto transfiere calor al termémetro: C;—Z = —k(T —70)
llamada variacién de temperatura del termémetro.

Si ¢ = Ominutos entonces 7'(0) = 18°F

Si ¢ = lminutos entonces se observa T'(1) = 31°F

Realizamos proceso de integracién al problema de enfriamiento de Newton:

dr

— —kt
T-170

T-70
propiedad de logaritmo y se tiene: T'(t) = 70+ A.e~* llamada funcién de temperatura

aTr
/ / —kdt entonces In(T' — 70) = —kt + C curva solucién , aplicamos

del termoémetro en cualquier tiempo.
Hallemos la constante integraciéon Ay T(0) = 70+ A.e7" = 18 entonces A = —52 °F

Hallamos la constante k y ¢t = Iminutos entonces T'(1) = 70+ A.e ¥ = 31, resolviendo
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se tiene k = 0.29, reemplazando estos valores de A y k el problema de enfriamiento
de Newton: T'(t) = 70 — 52.e7%?% °F, la temperatura del termémetro en cualquier
instante de tiempo.

Finalmente hallemos la temperatura del termémetro al cabo de ¢t = 5 minutos y
resulta 7'(5) = 70 — 52¢~°2°G) entonces T'(5) = 57.8 °F

Representacion particular del problema de enfriamiento de Newton, para la funcién

de temperatura del agua caliente.

%108 Funcion de temperatura del termométro

T T T T T T T
ok
2+
4+

6 T(t)=70-52.exp-0.29t
e

10
12
-14 1
-16
-18 &t

-60 -40 -20 0 20 40 60 80

t(min)

Figura 3.21: Solucién particular

Ejemplo 3.7.3 Se establece que dentro de t anos el costo del terreno por m? en
el cercado de la ciudad de Puerto Maldonado , estard aumentando a razon de una

0.6t
uncion derivable P'(t) = ————
/ ( ) v0.2t* + 800

actual es de 72 délares/m2. ;Cudnto serd su valor del terreno m?* dentro de 10 anos,

délares/m2/ano. El m? del terreno en la

dentro de 25 anos y 30 anos?

0.6t3

V0.2t4 + 800
0.6t3

—dt
v/ 0.2t* + 800

hacemos cambio de variable u = 0.2t* 4800 y su diferencial du = 0.8t3dt reemplazado

Solucién: La razén de cambio del costo del terreno es P'(t) =

utilizando las propiedades de integracién se tiene: P(t) =

resulta:

Calculo Iy 11




3. Integral indefinida y aplicaciones 231

0.6¢* 3
~u'? + C solucién general del problema.

—dt =

V0.2t4 + 800 2
3 3

Si P(t) = §u1/2 +C = 5.\/0.2754 + 800 + C' ddlares/m2, solucién general de costo del

terreno en cualquier tiempo arbitrario.

Si P(t) =

Hallar el valor de la constante de integracion C, en ¢ = ( anos y se tiene el precio

3
inicial P(0) = 5.\/0.28(0)4 + 800 + C = 72 entonces 42 + C' = 72 esto es:C' = 30
2

dolares/m2 el costo inicial del terreno por m?, supongamos el afio 2016.

P(t) = g.\/0.28t4 + 800 + 30 délares/m? es la solucién particular del problema de

costo del terreno.

Ahora hallamos el costo del terreno a cabo de ¢t = 10 anos y resulta el precio valorado

3
P(10) = 5\/0.28(10)4 + 800 + 30 = 109 dblares/m?, esto para el afio 2026.

Ahora hallamos el costo del terreno a cabo de ¢t = 20 anos y resulta el precio valorado

3
P(20) = 5\/0.28(20)4 + 800 + 30 = 451 ddlares/m? , esto para el aio 2036

Ahora hallamos el costo del terreno a cabo de t = 30 anos y resulta el precio valorado

3
P(30) = 5\/0.28(30)4 + 800 + 30 = 635 ddlares/m? | esto para el ano 2046

Representacion grafica de la solucién particular del problema de costo del terreno en

la ciudad de Puerto Maldonado.

Funcion del costo del terreno m2
T T T T

120

P(t)=1.5*sqrt(0.3**+800)+30

110

100

P(t)(d6lares)

90

80

70 L

t(afios)

Figura 3.22: Solucion particular
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Ejemplo 3.7.4 En la actualidad el precio de un inmueble es de 120000 dolares ame-
ricanos. Considere después de un tiempo t anos, un ingeniero establece un modelo
matemdtico de la velocidad de incremento economico del inmueble definida mediante
dp

— = —0.02p(t) — 10t ddlares por ano. sCudnto costard el inmueble dentro de 10 anos

dt
y 20 anos?

Solucion:

d
La velocidad de incremento del precio del inmueble es: d—ZZ + 0.02p = —10t, es una
expresion matematica de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y no

homogénea la soluciéon general es:

p(t) — (exp)fowdt (_ /(exp)f 0.02dt 1 ()¢ 1t + c)

Hacemos cambio de variable de integracién sea z = —0.02¢ entonces dz = —0.02dt.

p(6) = () (-1 [ exp)*@td +

p) = (o) g g [ (exords+d

Realizando el proceso de integracion por partes al primer término resulta:

1) = (ex0) s [ (exp)2ds + €] = (exp) g (esp)™s = (exp)?) +
1) = [~ grggls = D+ Clen)

b = 0'1002)2 (—0.02¢ — 1] + A.(exp)®2

p(t) = ﬁ[e.ow + 1] + A.(exp)”?* délares americanos en cualquier tiempo.

Hallemos la constante A, inicialmente el precio del inmueble fue 120000 délares ame-
ricanos y haciendo los calculos algebraicos y aritméticos resulta A = 95000 délares
americanos. La solucion particular del inmueble es:

p(t) = 25000[0.02¢ + 1] + 95000(exp)°?% délares americanos.

A continuacién el precio aproximado del inmueble al cabo de 10 y 20 anos respecti-

vamente:
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p(10) = lim 25000[0.02¢ + 1] + 95000(exp)®?" = 146033.26 délares americanos.
t—10

p(20) = 1im 25000[0.02¢ + 1] + 95000(exp)**** = 176723.35 délares americanos.
t—20

3.7.1. Ejercicios propuestos

Resolver problemas bajo los fundamentos y propiedades de integral indefinida, a

las siguientes situaciones.

1. El elemento radio activo se desintegra a razoén de proporcionalidad a la cantidad
presente existente . Se requieren 1690 anos para que el cincuenta por cierto de

la cantidad dada se desintegre.

a) Que cantidad de abastecimiento inicial de 60 gramos de sustancia radiac-

tiva quedara después de 2000 anos después

b) Cudnto tiempo se necesita para un abastecimiento de 60gramos de sustan-

cia radiactiva de modo que se reduce a 8 gramos.

2. El valor de reventa de cierta maquinaria industrial decrece a un ritmo propor-
cional a la diferencia entre su valor inicial y su valor residual de 6000 délares
. La maquina nueva se comprd con un precio de 45000 ddlares y su valor fue
de 35000 délares después de 4 anos.; Cuanto valdra la maquinaria industrial al

cabo de 8 anos de uso?.

3. Actualmente el precio de cierto inmueble duradero es 120000 délares. Conside-
re el precio en cualquier instante de tiempo P(t) délares y ¢ anos y luego se
incrementa a razén de: o —0.02p — 10t ddlares/ano y sea la constante de
proporcionalidad k = 1, ; Cuanto costara dicho inmueble dentro de 5 anos y 10

anos?

4. Se estima dentro de t anos la poblacién de cierta comunidad de regiéon de Madre
de Dios se incrementa a razon de pl 0.3t + t + 0.25 personas por aio
. Si el ingeniero de medio ambiente ha descubierto que el nivel de polucién es
aproximadamente de 5 unidades de cada 1000 personas.En la actualidad el nivel
de polucion es 60 unidades ; Cuénto sera el nivel de poluciéon dentro de 2 anos
y 5 anos?
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10.

Calculo Iy 11

Se calcula dentro de ¢t anos el valor del metro cuadrado de un terreglo en cercado
dP 14¢
de la ciudad de Puerto Maldonado crece a razén de — = ddlares

dt +/0.3t2 + 9000

por ano. Si el valor del terreno en el ano 2016 es 400 délares el metro cuadrado

. Cuanto sera el precio dentro de 10 anos y 20 anos?

La razon con que cambia la temperatura de un producto es proporcional a la
diferencia entre su propia temperatura y la temperatura del medio ambiente .
La bebida helada se retira de la congeladora un dia caluroso y se coloca a un
ambiente cuya temperatura sea de 42 °C, siendo la temperatura de la bebida de
5 °C al momento de retirar de la congeladora, pero cuando han transcurrido 15
minutos alcanza una temperatura de 30°C . A que temperatura estara dentro

de una hora y dos horas después?

La poblacion peruana es de 30 millones de personas y después crecié a razéon de
30 mil personas por dia , supéngase que son constante los indices de natalidad y
mortalidad ; Para cuando se puede esperar una poblacién peruana de 40 millones

de habitantes?

un tanque de 120 galones inicialmente contiene 90 libras de sal disueltas en 90
galones de agua. Hacia el tanque fluye salmuera que contiene 2 libras por galon
a razon de 4 galones por minuto y la mezcla fluye hacia afuera del tanque a

razon de 3 galones por minuto.; Cuanta sal contiene cuando se llena el tanque?

Una maruchada de 5 libras originalmente a 50°F se pone en el horno que esta a
380°F a las 5 : 00 p.m , se encontrd que la temperatura en cualquier instante de
tiempo sea T'(t) °F, siendo de la carne 125 °F después de 75 minutos, { A que

hora estara a 150 °F medio cocido y totalmente cocido sea 170°F 7

Supongase que un cuerpo se deja caer desde cierta altura de modo que la veloci-
dad inicial es cero, en este caso es conveniente escoger el eje de las Y dirigiéndose
hacia bajo con y(0) = 0, asi la posicién vertical en cualquier instante de tiempo
sea y(t) pies y la funcién aclaracion del mévil que cae esta por la ecuacién di-
ferencial de primer orden % = g — pv?, donde v(t), es la funcién velocidad en

cualquier tiempo arbitrario y ¢ representa segundos. Sea p = 1. Halle la funciéon

velocidad del mévil al cabo de 5 segundos y 10 segundos.




Capitulo 4

Integral definida y aplicaciones

4.1. Introduccion

La integracion es un concepto fundamental del calculo diferencial e integral del
andlisis matematico. Basicamente una integral definida es una generalizacién de la su-
ma infinita de sumandos de elementos diferenciales tan pequenos de cierta magnitud
o variable independiente. El calculo diferencial corresponde a la nocién geométrica de
tangencia y a la idea de fisica la velocidad , mientras el calculo integral esté asociado
a nocion geométrica del area volumen y a la idea de fisica al estudio de trabajo, la
integral definida de una funcién sobre un intervalo es muy importante en ingenieria,
ciencias y matematicas puras en general. La integral indefinida de una funcién es una
familia de curvas integrales, pero una integral definida de una funcién es una cantidad
numeérica es decir posee los limites de integracién inferior y superior bajo éstos valo-
res numéricos se realiza el proceso de integracion y tiene aplicaciones al contexto real
como calculo de drea de una superficie, volimenes, longitud de arco etc., de funciones
integrables: polinomiales, trigonométricas, logaritmicas, exponenciales entre otras.La
integral definida o integral de B. Riemann (1846) surge histéricamente con la resolu-
cion del problema de estimacion de las funciones: distancias, areas volimenes y valores
promedios con las sumas finitas, es mas describe como el limite de la suma infinita
cuando el sumando tiende al infinito y cada uno de area o volimenes infinitesimales
tienden a cero y el resultado de sumar todos los elementos diferenciales infinitesimales
comprendidos en un intervalo cerrado sobre la recta real. Estas sumas tiendan a un
limite cuando los intervalos que se usan se hacen cada vez numerosos y mas cortos,

asi como las sumas finitas de areas para una cantidad de n rectangulos, de distancias
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recorridas, longitud de arco y volimenes. Segin 1. Barrow (1669), la integral definida
de una funcién real responde a la necesidad de mejorar los métodos de medicién de
un area, volumen subtendidas bajo lineas y regiones limitadas por las curvas y los
ejes coordenados, es decir la integral definida es utilizado para calcular el valor de
las areas limitadas por las curvas y rectas, ademds para calcular longitud de arco y
volimenes de revolucién respecto a los ejes X, Y es decir el proceso de integracién
de una funcién en un intervalo es el limite de la suma infinita de toda los elementos
diferenciales de areas, volimenes o distancias limitada en un intervalo contenida en
la recta real y tiene aplicacién al contexto real, pero se utiliza todas las propiedades

y técnicas de integracién de integral indefinida.

4.2. Estimacion con sumas finitas

4.2.1. Distancia recorrida o problema de distancias

Una particién A de un intervalo cerrado [a, b] es el conjunto de todos los subinter-
valos de la forma [xg, 21], [21, x2], [x2, 23], ..., [Tno1,Zn], ademds a = 2o < 11 < ... <
z, = b con n € N. La longitud del i-ésimo subintervalo [z;_1,x;] es Ax; = x;_1, x4,
mientras la longitud del subintervalo mas largo de la particion A, se llama norma
de la particién y se denota |A| y se ilustra una particién cualquiera en el intervalo

cerrado [a, b, esto es:

3

\ 4

Figura 4.1: Particién del intervalo [a, b]

af(t)
dt

da por un mévil a lo largo del intervalo [a,b] donde ¢t denota tiempo, en su forma

entonces la distancia recorri-

posicion f(t) respecto al tiempo , esto es: v(t)

diferencial es:
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Dr(t)

= D(t1) + D(t2) + D(t3) + - - - + D(t,)
DT(t) = tl)Atl + U(tQ)AtQ + U(tg)Atg, + 4 U(tn)Atn
DT(t) —

v(t;)At; entonces Dp(t) = nlgr; Z v(t;)At;.

k=0 k=0

Ejemplo 4.2.1 La funcion de velocidad de un proyectil sea verticalmente hacia arriba
definida por v(t) = 200 — 10t pies/seg. Determine la distancia recorrida por el movil

durante los 4 primeros sequndos.

Solucién:

Evaluar la funcion velocidad en los instantes de tiempot =0, ¢t =1,t =3, t =4
segundos , para ello hacemos cuatro divisiones cuya longitud sea la unidad en el
intervalo [0,4] y la representacién gréfica y la distancia total recorrida por el mévil

€S:

O -
2
et ——
9
|8
=

Figura 4.2: Particion del intervalo [0, 4]

Dp(t) = v(0)At —1+v(1)Aty + v(2)Ats + v(4) Aty
= (200 — 0)(1) + (200 — 10)(1) + (200 — 20)(1) + (200 — 30)(1) + (200 — 40)(1)

= (200)(1) + (190)(1) + (180)(1) + (170)(1) 4 (160)(1) = 900metros

4.2.2. El problema de areas

Para calcular el darea de una region R que esta limitada por debajo de la curva
y = f(x) sobre un intervalo [a,b] y limitada por las rectas x = a, = b se debe
considerar que la funcion sea continua, ademas positiva sobre el intervalo; el area de

la region limitada de trayectorias curvilineas.

Sea la regién R = {(z,y)/a <z <b;0 <y < f(x)} para ello consideramos franjas o
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238 4.3. Integral de Riemann

trayectos de areas verticales para cada subintervalo de ancho igual, y el 4rea total es:

Ar(x) = A(xy) + A(zg) + A(z3) + -+ + A(zy)
= f(z1)Azy + f(2x2)Azy + fas)Axg + - - + f(an) Az,

Eo
o

n
= lim Z f(z;)Az;, esto es drea de la superficie limitada.
n—0o0 —

b—a

El ancho de cada una de los transectos o franjas verticales cuya base sea Az =

y el valor de cada ¢, = a + kAxy con k =1,2,3,...; [10], [13].

4.2.3. El problema de volimenes

Para estimar el volumen de un sélido revolucion o volimenes de figuras geométricas
no conocidas, definida sobre un intervalo cerrado [a, b]se considera la i-ésima rebanada
cuadrada de seccién transversal del sélido en ¢;, donde se denotado por A(cy) = f2(cx)
y de espesor iguales o base definido por Az = b—_a y los puntos medios ¢ =
a+kAx, con k=1,2,3,... y elemento infinitesimal denvolumen sea AV, = f?(cr)Axy,
con k=1,2,3,....

El volumen del sélido de una funcién contintia e integrable; es el limite de la suma de

volimenes soélidos rebanadas de aproximacion:

Vr(z) = V(v) + V() +V(xs) + -+ V(zn)
= 7f3 (@) Axy + 72 (22) Axy + Tf(23)Axs + - - + Tf(2,) Ay,
= w2 (x1) Az + [P (22) Axy + [P (w5)Axg + - + [P (20) Ay

= lim E f*(z;)Aw;, esto es volumen del sélido, [10], [12].
n—oo
k=0

4.3. Integral de Riemann

Dada una funcién f(z) contintia sobre intervalo [a, b] al seleccionar n — 1 puntos
P ={wx1,29,23,...,2,} C [a,b] tal que a € P y b € P que cada uno de los subinter-
valos cerrados estan contenidos en el intervalo cerrado [a, b,esto es: a = xy < 1 <

--+ < x, = b. El intervalo Az; = z;_1 — z; se llama i-ésimo intervalo de la particién
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P, evidentemente verifica: g (x; —xi—1) = b—a A continuacién elegimos un i-ésimo
=0
subintervalo tipico cerrado [z;_1,x;] de P, para construir un i-ésimo franja de area

vertical de base ¢; € [x;—1, ;] y altura f(z;) siendo un punto (¢;, f(c;)) sobre la curva
suave C.

Construimos un i-ésimo area de una franja rectangular de base y altura respectiva—

mente AA; = f(x;)Ax; entonces la suma finita del area es: S(f, P Z f(z)Ax;

coni=1,23,---, al dividir en i-ésima franjas las areas verticales de anchos iguales,
—a

de modo que el ancho del intervalo Ax; = —— y los puntos medios de cada subin-
n

tevalo sea ¢; = a + i.Az;. La aproximacion del area total de una region limitada por
una curva y los ejes coordenados o dos curvas permiten contribuir de mejorar en la
medicién proxima o cercana a través de n franjas verticales sobre la superficie o region
limitada de modo que cada incrementa de las bases tienden a cero y la cantidad de
franja de areas verticales, es decir tiende a infinito de modo Axz; — 0 cuando n — oo

y el area total resulta:
n n
A=1 DAz, = i AT
fued ; fl@i)Az; AT]S0 ; flws) A
La suma inferior de f(z) relativa a la particién P es el nimero:

s(f,P) = f(@x1)Axy + f(x2) Ay + f(x3)Azg + - - + f(vn)Axy, = [ () Az

k=0

La suma superior de f(z) relativa a la particién P es el nimero:

S(f,P) = f(z1)Axy + f(x2)Azy + f(xs)Azg + -+ + f(x,) Az, = Z f(z;)Ax;

Es evidente que m(b—a) < s(f, P) < S(f,P) < M(b—a), sea cual fuere la particion

P. Ademas verifica S(f, P) — s(f, P) = Z flei)Ax;.

Definicién 4.1 (Integral de Reimann) Sea una funcién f : [a,b] — R acotada en
el intervalo [a,b], ademds la funcion f(x) sea no negativa, esto es, f(x) > 0 para todo
€ [a,b]. Consideremos una region R = {(z,y) € Rx R/a <z <b;0<y< f(z)},

[7], [8].

Teorema 4.3.1 Cuando se refina una particion, la suma inferior o disminuye y la
suma superior no aumenta. St la particion Q) y la particion P cumple P C () entonces
verifica s(f, P) < s(f,Q) y S(f,Q) < S(f, P)
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Teorema 4.3.2 Para cualesquiera particiones P y @ del intervalo [a,b] y cualquier
funcién acotada [ : [a,b] — R se tiene s(f, P) < S(f,Q). En efecto, la particion
PUQ refina simultdneamente a la particion P y la particion Q luego verifica s(f, P) <

s(f,PUQ) <S(f,PUQ)<S5(f,Q).

Una funcién acotada f : [a,b] — R se dice integrable cuando su integral inferior y su

integral superior son iguales. Este valor comtn se llama integral de Reimann de f(x)

b n n
y se denota por: / f(z)dzr = lim Z f(z;))Az; = lim Zf(xi)Axi
@ o k=0

|Az|—0

La integral definida de la funcién f(z) también se llama integral de 1. Barrow

y=F0)

Y CWACS))
(es. fles)) '

=

I
DX, 05 X, O X, X, 6 X CeXp X, .0 b
Ax,

[ 4

> X

a
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

c

Figura 4.3: Suma superior en particién del intervalo [a, b]

|Az|—0

n b
lim Z flz)Ax; = / f(z)dx = F(b) — F(a) , cuya representacion gréfica:
k=0 @

v4 (ck.ji';_{k)}_ S S(x)
A4, = f(x)Ax,

b— X e X b o

Axk = a —0 cuando noe

mn

Figura 4.4: Suma superior en particién del intervalo [a, b]
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4.4. Propiedades de la integral definida

Teorema 4.4.1 Sean a < ¢ < b. Una funcion acotada f : [a,b] — R es integrable si

y solo si, sus restricciones fla.q ¥ fliey son funciones integrables, en caso afirmativo
b c b
vem’ﬁca:/ f(x)dx:/ f(x)dm+/ f(x)dz, [5], [21].

Teorema 4.4.2 Sean f, g : [a,b] — R funciones integrables. Entonces:
b b b
1. La suma f + g es integrable y / [f(z) + g(x)]dz = / f(z)dz + / g(x)dx
b b
2. El producto escalar k.f es integrable y / kf(x)de =k | f(x)dx, k€ R

3. Si0 <k <;|g(x)| para todo x € [a, b] entonces el cociente es / es integrable
g

b b
4. Si f(x) < g(x) para todo x € [a, b] entonces / f(z)dx < / g(x)dz

[ sl < [15a

Definicién 4.2 (Integral definida tipo R,) Sea una funcion acotada f : [a,b] —

5. Si |f(z)| es integrable y

R y continua en el intervalo [a,b], entonces f(x) es integrable sobre [a,b] ademds

f(z) > 0 para todo x € [a,b]. El drea de la region limitada entre las curvas y = f(z)

y las rectas x = a y x = b verifica: A = / f(x)dx = F(b) — F(a), llamado integral
de I. Barrow, [1], [4]. La representacion grdfica es:

A 1w/

dA”

a dx b X

Figura 4.5: Integral definida Tipo Ry
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Definicién 4.3 (Integral definida tipo R,) Sea una funcién acotada g : [c,d] —
R y continua en el intervalo [c,d], entonces g(x) positiva e integrable sobre [c,d]
ademds g(x) > 0 para todo x € [c,d]. El drea de la region limitada entre las curvas
x = g(y) y las rectas y = ¢ y y = d verifica: A = /dg(y)dy = G(d) — G(c), llamado
integral de 1. Barrow, [1], [4]. La representacion g;dﬁca es:

y A
g
d

dA
dy

=

Figura 4.6: Integral definida Tipo Ry

=y

Definicién 4.4 (Integral definida tipo R, para dos funciones) Sean las funcio-
nes acotadas f, g : [a,b] — R integrables de modo que f(x) > g(x). El drea de la region
limitada por las curvas yy = f(x) y y2 = g(x) y las rectas x = a , x = b denominada

del tipo Rx entonces verifica.

b
A= / [f(z) — g(x)]de = H(b) — H(a) , la representacion grifica es:

}': &

a b
y=gkx) = Uode

Figura 4.7: Integral definida Tipo Ry
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Definicién 4.5 Sean las funciones acotadas f, g : [c,d] — R integrables de modo que
f(y) > g(y). El drea de la region limitada por las curvas x1 = f(y) y xo = g(y) y las
rectas y = ¢ , y = d denominada del tipo Ry ,[1], [4] entonces verifica.

Ejemplo 4.4.1 Halle la integral definida de una funcion f(x) = 3x limitada por
las rectas x = 2 y x = T que representa un lote de terreno en la ciudad de Puerto

Maldonado (x:10metros).

Solucion:

La representacién grafica del lote de terreno limitada por las curvas limitadas es:

Sea la integral A = /;[f(w)]dx = /27[395](135 = 371:2]; =F(7)—F(2)

> ¥
121
11=
4+
11z
1=

i i i Iln.
i 2 = 4 5 = =
Figura 4.8: Integral definida Tipo Ry
7 2 2 _ 3(9)2
A= / [f(x)]dx = 3%@ = M = 6750 metros cuadrados.
2

La variable de integracion es multiplo de 10 unidades, entonces el area total del terreno

es: A = 7500 metros cuadrados.

Ejemplo 4.4.2 Calcule el drea de la region de terreno agricola en la comunidad La
Joya en la ciudad de Puerto Maldonado limitada por las curvas y = x°+x + 3, el eje
x y las rectas verticales * = —1, x = 2 seas multiplos de 10 unidades. Por lo tanto

las variables y(10m) y x(10m).

Solucion:

La representacion grafica del terreno agricola es:
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}r‘.
10
5 T
ol B —» X
-1 1 3

Figura 4.9: Integral definida Tipo Rx

A = /_l[f(a:)]dx:/_l[x3+x+3]da::(%+%—I—3ZB)|Q_1

~ [ U@lde = (5 + 5 30 = F2) - F(-1)

~ [ o= +240) - G+ -3 =T

2
= / [f(z)]dx = 527 = 1425 metros cuadrados
—1

Ejemplo 4.4.3 Calcule el drea de la region limitada por las curvas Cy:y = x3—32+8,

Csy:y = =3z y las rectas x = —3, x = 3, la figura es un terreno de frutales.
Solucion:

Hallemos el punto de interseccién de las dos curvas: 2 — 3z + 8 = —3x entonces
3= -8,z = —2m y y(—2) = 6m utilizamos la integral por fracciones, esto es.

= [y [ e [ @

3 -2

_ /3[f(:p)]dm:/_2[—3x—x3—|—3x—8]dm+/3[x3—3x+8—3x]dx

3 -2

- /S[f(x)]dm:/_2[—x3—8]da:—|—/3[x3—6a:+8]da:

-3 -3 -2
3 A 4
= [ 1f@ds = (5~ 80+ (F - 30+ s
_3 4 4
Haciendo las operaciones aritméticas y algebraicas se tiene el drea del terreno de
99

frutales, es A = 5 = 49.50 metros cuadrados.
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Figura 4.10: Integral definida Tipo Rx

6x — 20
(3—z) (22 +4)
,y=—9+283(x+22), x = —4.2, v = 1.85 que representa

Ejemplo 4.4.4 Calcule el drea de la region limitada por las curvasy =

dx + 20

2
el espejo de agua de Laguna en la comunidad de Tres Islas en la ciudad de Puerto de

Maldonado.

y las rectas y =

Solucién:

Hallando los puntos de interseccion de la curva y las rectas respectivas tenemos:
r=—-22 r=—167

El 4rea total es: Ap = Ay + Ay + Az

Usando la propiedad de linealidad de integral definida en el intervalo [—4.2,1.85]
cada una de las funciones restricciones son también integrables en los subintervalos

establecidos y contenidos en [—4.2,1.85] y resulta.

AT = A1+A2+A3

ar = [ @ -glas [ o - v+ [ - gl

A, — /:'2[2,5(33 - _Gi)zmzi gl + /:726[2.5x +10 — 28.20 — 53.3]dx +
om0~ e

Ap = / ;22'2[2.590 H10- 5 _6§>f£0+ e+ / ;.12'76[—25.793 — 43.3)dz +
[ lose s 10- Gl

Representacion grafica de las funciones que limitan el espejo de agua de la laguna de

Tres Islas:
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=

R

GAX .

Figura 4.11: Integral definida Tipo Rx

A continuacién con respecto al proceso de integracion y uso de propiedades de

fracciones parciales se tiene.
A Br+C  A(a*4+4)+ (Bx+C)(3—x)

5o wrd . Goawey e ABT Bl

5
4) = 5x + 20 entonces resolviendo el sistema de ecuaciones resulta: A = B = I3
C= 13’ ahora reemplazando estos valores en la integracion definida y hallamos el
area del espejo de agua:
—2.2
6z — 20
A = 2.5 + 10 — dz
/L EEnIrE)
2o bx n 80
o D 13 13
A = 2.5z + 10 d
2.522 ) ) 40 x
A, = 1 - _ = 2.4 iy LNT—2.2
1 [ 5+ 0z 3 In(3 x)+26 In(x* +4) + 3 arctan(z)]|_4_2
Ay = F(—22)— F(—4.2) = —652.358 4 880.393 = 228.034 metros cuadrados
~1.76
Ay = / [—25.72 — 43.3]dx = (—12.52% — 43.32)| 320 = G(—1.67) — G(—2.2)
—2.2

= G(—1.67) — G(—2.2) = 37.488 — 34.74 = 2.728 metros cuadrados
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1.85
6z — 20
A = 2.5x + 10 — d
3 /[ ! G a "
e 5:U+80
' o 13 13
= 12522410 +/ + d
v v 1.67 [13(3—1?) I2+4 ] &
5 1.85 5 80
= 12522+ 102 — — In(3 — d
4 102 = 75 In( x)+/_1_67[13(9&2+4) T B

) ) 40
= 1.252% + 102 — ' In(3 — ) + % In(z? +4) + e arctan(g)

= H(1.85) — H(—1.76) = 593.17 — 518.01 = 75.202 metros cuadrados

El area total del espejo de agua es: Ay = Ay + Ay + A3z = 305.964 metros cuadrados

Ejemplo 4.4.5 Halle el drea de la region limitada entre las curvas Cy:y = x°>+x+2
maltiplo de 10 y la curva Cy: y = 222 + 2 — 3 muiltiplo de 10, un apicultor disena
una piscigranja para crianza de gamitanas en la localidad de Mazuco de la region de
Madre de Dios.

Solucion:

Presentamos el espejo de agua de la piscigranja para crianza de gamitanas en Mazuco.

—1.5 1.5

Figura 4.12: Integral definida Tipo Rx
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Sea el area total

Ar = / [f(:v)—g@)]dx:/. [(2* + 2+ 2) — (22° + 2 — 3)|dz

_ /1'5[]*(1;) ~ g(@))ds = /1'5[@;2 b4 2) — (22 2 — 3)de

1.5 IS
_ / —a? 4 Bdz = (= 4 5215,

3

- (_% + 535)‘1_?5 = F(1.5) — F(—1.5) = 1275 metros cuadrados

3.3 472 4+ 3 16
Ejemplo 4.4.6 Calcule la integral definida de: / ° +2$ vt
1 2+ 245

Solucion:
2%+ 42% 4+ 3z + 16 —6x+ 6

Uso de la divisién euclidiana PO Y- =x+2+ m

3 3 320 4+2-2
= 2) — e 2
/1 f(z)dx /1(x+ ) 3/1 $2+2$+5dl‘

3 2 3 2 2 3 1
flx)dr = x—+2x3—3 Ldm+6 —————dx
2 ! (
1 1

1 2422 +5 r+2)2+1

7 ) r+1,
I = [?+2x—3ln(x + 2z 4+ 5) 4 3arctan( 5 i =F(3)—F(1)
2 3
I = F(3)—F(l):8—31n(g)+3arctan(2)—z
b x =7

Ejemplo 4.4.7 Halle la integral definida de:

dx
o Va2 —4x +13

Solucién:
Hacemos cambio de variable u = z? — 4x + 13 entonces du = (22 — 4)dz
5 5
— 1 20— 14
il dr = - * dz
2 Va2 —4dr+13 2 )y Va?—4x+13
1 [ 22—-4-10
= dx
2 )y Va2 —4x+13

1 [° 20 — 4

5
— d:z:—5/ 1 dx
2 )y Va?—4x+13 5 Va2 —4r + 13

1 (% du 0 1
= = — =5 dx
2/, Vu o Va2 —4dx+13
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Hacemos cambio de variable para el segundo término 22 —4z+13 = 9+ (z —2)?, ahora
sea x —2 = 3tan(z) y su diferencial es dr = 3sec?(z)dz, por lo tanto v/a2 — 4x + 13 =
\/m = 3csec(z).Luego hagamos cambio de limites de integracién para el
segundo término, esto es:

Si z = 2 entonces tan(z) = 0 entonces z = 0

Si x = 5 entonces 3tan(z) = 3 entonces z = 7/4

w/4 2 -d
I = \/:1:2—4x+13|3—5/ e 20F
0

secz

= Va2 —4x + 13]5 — 5n(sec z + tan 2) 3/4
1
= V18—3-5In(3) +In(1) = m—3+5ln(g)

w/4
Ejemplo 4.4.8 Cualcule la integral definida / tan® 5rdx
0

Solucién:

w/4 w/4
/ tan® Sodr = / tan' 5z tan® 5wdx / tan' 5x[sec® br — 1]dw
0 0

/4
= / tan* 5z sec? bzdr — tan® 5x[sec? 5r — 1)dx
0

I
I

/4 /4
= / tan* 5z sec? bedr — tan? bx sec? bxdr + / tan? 5xdx
0 0

Hagamos cambio de variable, u = bx entonces du = bdx

/”/4 6 tan®u  tan®u  tanu  w
tan’ bxdxr = — + - =
. 25 15 5 5
[tan5 5z tandbzx n tan bx ] /4
= — —x
25 15 5 0
[tan5 5r  tan®hx N tan 5z T
= — —x
25 15 5 0
23
= F(45°) — F(0°) = =2
(45°) ~ F(07) = =
2 (2-ux)

Ejemplo 4.4.9 Halle la integral definida

Va2 + 10z + 2
Solucion:

Hacer cambio de variable u = 2%+ 10z + 21 entonces du = (2x + 10)dx reemplazando,
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ademds dividiendo y multiplicado por 2; cambio de limites de integracién y se tiene:

Sixz =1 entonces uy = 32, si x = 2 entonces u; = 45

2 (2 — 1) 1 (% (2z—4)

T =—= dz
1 Vaz+10x + 21 2 )1 Va2 4+ 10z + 21

Sumando +10 y —10 al numerador esto es, 2z — 4 + 10 — 10 = 2z 4+ 10 — 14

1 (% (22410 — 14)

I = — dx
2 )i Va?+10z + 21
1 [*  (2x+10) 1 [? (14)

—— T+ = dx
2 )1 Va2 4+ 10z +21 2 )1 Vo2 +10x +21

Por otro lado, 2% + 10x + 21 = (z + 5)? — 4 reemplazando tenemos.

1
[=—-

2/335(—\/1%du—|—7/12 mdx

Evaluando en los limites de integracion establecidas resulta.

I = —ulss + 7z +5vV22 + 102 + 213
I = —V45+ /32— 7[In(2 4 5V/45) — In(1 + 5v/32)] = 0.308

1/2 69
< dx
0 V& —4dx —4x2

Ejemplo 4.4.10 Halle la integral definida

Solucion:

Hacer cambio de variable u = 8 —4x —4x? entonces du = (—4—8z)dr = —4(1+2z)dz.
1
Six =0, u =8 = = 5 up; = 5 , llamadas limites de integraciéon cambiadas y

reemplazando resulta.

1/2 6 — 2z 1/2 210 — 6

doe = — dx
0o V8 —4dxr — 4x2 0 V& —dx —4x2
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V2 9p41-7
dx
0 \/8—4ZE—4IL‘2

1/2 2 + 1

I = -

1/2 7
dx—l—/ dxz
0o V8 —dxr — 4x? 0 V8 —dxr —4x2

dz
Vo
1

7
_ Qﬁg + 5 arc sen(z/3)|?

1 s 7 (7
= 5\/5’8"‘5/1

dz

1 7 2 1
= [5\/8—4x—4x2+§arcsen( v )](1)/2:F(§

= F(2)— F(0) = —0.296 + g[arc sen(%) — arc sen(é)]

4.4.1. Ejercicios Propuestos

3

5 du 1/2 7
— + dx
/8 Wu Sy 9 (20 +1)?

1

3

) — F(0)

1. Halle la integral definida f(x)dz limitada por las curvas f(z) = 23+ 322 —
2.5

4r 4+ 5y las rectas x = =25y z = 3.
5

/ (z® 4 32 — 4x + 5)dz = 75 metros cuadrados.
—2

L 4

dx 3

Figura 4.13: Integral definida Tipo Rx

2. Halle la integral definida / sen(x)dz
0

B 57 + 3331 + 271

12
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3. Halle el 4rea de la regiéon limitada por las curvas y = 2z — 1, y las rectas

5
verticales x = 1, x = 5 entonces / (22 — 1)dz = 20 metros cuadrados.
1

4. Halle la integral definida /—3/27/2\/ 2? — 3z + 8dx = 5.16

5. Halle la integral definida limitada por las curvas y = |z — 2| y las rectas © = —2

y £ = 5 cuya representacion grafica es:

5
/ |z — 2|dz = 12.5 metros cuadrados .
-2

| -
|

-

dx

Figura 4.14: Integral definida Tipo Rx

6. Calcule el 4rea limitada por la curva y = 2° 4+ 222 — 2 — 2 y el eje X , las rectas

1
37
x = -3, x =1, mostrada la figura. / flz)dz = D
-3
Va
X
—3 e [
;__f 2 —1 I.lff 1

Figura 4.15: Integral definida Tipo Ry

Calculo Iy 11



4. Integral definida y aplicaciones 253

7. Halle la integral definida / [3cos®z + 2senx + 1]dr = 11.85
0

7
8. Halle la integral definida /5 a;fT—;i_gda: = —41n(g) + 7ln(2)
10
1
9. Halle la integral definida /7 #;_%dx = 3111(2) ~ 1
1

5
10. Halle la integral definida / dr =In(v2 +1)
2

Va2 —4x 4+ 13

4.5. Propiedad de extremo absoluto de integral

Definicién 4.6 (Propiedad de extremos absolutos de la integral definida) Sea
f(z) una funcion continua en el intervalo [a,b] y f(x) > 0 para todo x € |a,b]. Si
consideramos un valor m denominada valor minimo absoluto y otro valor mdximo
absoluto M de la funcion real f(x) en el intervalo [a,b] entonces cumple la siguiente

desiqualdad m < f(x) < M y verifica la desigualdad de drea.

m(b— a) S/ flz)de < M(b—a)

la integral definida estd comprendida en el drea rectangular de menor m(b — a) y el

drea rectangular a mayor M (b — a).

Representaciéon grafica:

o
NEf o — — 4
/ M
!
m+— — —
111 -+- . IO

ey ———
L )

Figura 4.16: Extremo absoluto de la integral definida

5
Ejemplo 4.5.1 Halle los extremos absolutos de la integral definida / (5x + 3)dx
3
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Solucién:

La funcién integrando es positiva f(x) > 0 para todo = € [2, 5], ademés mediante uso
de la regla de derivacién f’(x) = 5 existe y es positiva , pero no tiene puntos criticos
y la integral definida es:

2

5

)

/ (bx + 3)dxr = [% + 3z]|3 = 40 unidades cuadréaticas.
3

Hallemos la imagen de = = 3 entonces f(3) = (5z + 3)|3 = 18unidades
Hallemos la imagen de = = 5 entonces f(5) = (5 + 3)|5 = 28unidades

Usamos la propiedad de extremos absolutos de integral definida y esto es:
b
m(b—a) < / f(x)dx < M(b—a)

b b
18(5 — 3) < f(z)dz < 28(5 — 3) entonces 36 < f(z)dz < 56 unidades

cuadréticas. Se nota claramente 36 < 46 < 56 unidades cuadréticas.

Representaciéon grafica de extremos absolutos de f(z) en el intervalo x € [3,5] y
y € [36,56].

b
281+ —— ' -

18

(S
w 1
[
vl

| <
. 1 -
3 5

Figura 4.17: Extremos absolutos de la integral

4
Ejemplo 4.5.2 Halle los extremos absolutos de la integral definida / V5 + zdx
—1

Solucioén:
La funcién integrando f(x) = /b + x entonces f(z) > 0 para todo x € [—5,00)
continua y en particular f(z) es continua en [—1,4]. Segun las reglas de derivacién

tenemos f’(r) = —~——== no existe en x = —5, es infinitamente diferenciable en toda

25+ x
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la recta real excepto x = —5, pero existe un punto critico de la funcién radical y
esto es, * = —5.En cada punto extremo del intervalo cerrado hallamos las imégenes
respectivas y son los siguientes valores numéricos.
Hallemos la imagen de = —1 entonces f(—1) = 2 unidades
hallemos la imagen de = = 4 entonces f(4) = 3 unidades
4 9 38
La integral definida es: /_ 1 V5 + xdr = /4 Vudu = 3

Uso de la propiedad de extremos relativos de integral definida:

4 4
24+ 1) < f(z)dxr < 4(4+ 1) entonces 10 < f(z)dx < 20 unidades
-1 -1
cuadraticas. Se claramente 10 < 12.66 < 20 unidades cuadraticas.

Representacién grafica de extremos absolutos de f(z) en el intervalo x € [—1,4] y

y € [10,20].

L
h[)‘l_"

, ——»

- 5 »

Figura 4.18: Extremo absoluto de la integral definida

/3

Ejemplo 4.5.3 Calcule los extremos absolutos de la integral definida / sen rdx
/6

Solucidn:

La funcién integrable f(z) = senx es positiva en todo = € [1/6,7/3], esto es, f(z) >
0, ademas por regla de derivaciéon f'(x) = cosx existe y resulta cero en z = g + k.
cuando k € Z, no hay puntos criticos de la funcién f(z).

Hallamos la imagen de = 7/6 entonces f(7/6) = sen(r/6) =

Hallamos la imagen de = 7/3 entonces f(7/3) = sen(nw/3) =

&
[\
(o8}
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Utilizamos la propiedad de extremos absolutos de la integral definida.

w/3
%[7‘[‘/3 —7/6] < /Tr/6 sen(z)dr < ?[71’/3 — 7/6] entonces

w/3
/12 < / f(z)dz < %ﬁ unidades
/6

/3 31
Por su puesto: / sen(z)dr = V3

/6 2

4.6. Teoremas clasicos del calculo integral

Teorema 4.6.1 (Teorema fundamental del célculo integral definida) Sea una
funcion f: 1 C R — R continua en el intervalo I = [a,b] las siguientes afirmaciones

sobre la funcion primitiva F: I C R — R son equivalentes:

1. Si F(x) es una integral indefinida de f(x). esto es, existe xy € [a,b] tal que la
integral .
F(x) = F(xo) +/ f(#)dt para todo z € [a,b].
zo

2. La funcién F(z) es una primitiva de f(z), esto es, F'(x) = f(z) para todo

x € [a,b

3. Sea la funcién f : I — R es de clase C!, esto es, tiene derivada continuas en

todo los puntos del intervalo entonces F'(z) = F(a) + / F'(t)dt.

a

b
Caso si F'(xz) = f(x) entonces verifica: / f(z)dz = F(b) — F(a) , llamada

integral de I. Barrow

Teorema 4.6.2 (Integracién por partes) Sean las funciones continuas e integra-
bles sobre el intervalo [a,b] , esto es, f,g : |a,b] — R tienen derivadas de clase

uno,integrables entonces:

/ f(z) - @)z = f(@)g(x)l: / f(@) - glx)de

Teorema 4.6.3 (Férmula del valor medio para integrales) Sean funciones f,p:
la,b] = R, la funcion f(x) es continua y la funcion p(x) integrable con p(x) > 0 para
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todo x € [a,b.

Entonces existe un nimero ¢ € {(a,b) tal que la integral definida verifica
b b
[ r@)atads = 5ie) [ piayis

b
Si p(x) = 1 entonces verifica / flz)dz = f(c)(b — a) llamada teorema de valor
medio. ¢

1 b
Si la integral de valor medio f(c) = / f(z)dx con f(x) > 0 para algin punto

b—a
c € la,b).

La representacion grafica del teorema de valor medio para una integral definida

f(z) > 0 en todo punto de = € [a,b] y esto es:

Figura 4.19: Integral de valor medio

Se toma el area de la region limitada por la funcién integrable positiva para todo
x € [a,b] y las rectas © = a, x = b sobre el eje X, se observa claramente existe un
valor numérico ¢ € [a,b] de tal modo el drea del rectangulo ABCEF Atiene altura
h = f(c) y la base del rectangulo es b — a, es igual al drea de la regiéon ABCDFA

bajo la curva de la funcién f(z) y limitada por las rectas z =ay x = by el eje X.

Ejemplo 4.6.1 Encuentre el valor de ¢ de modo que satisfaga el teorema de valor

b 3
medio para la integral definida de / flz)dz = / 22dx =9
a 0

Solucion:
1

b—a

b
Uso del teorema de valor medio: f(c) = / f(x)dx entonces tomando los limites
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3
de integracién / 2?dx = f(c)(3 — 0) entonces 9 = 2.3 entonces ¢ = ++/3, vemos
0

que —+/3 no pertenece al intervalo [0, 3], pero v/3 si pertenece al intervalo [0, 3].
3
Como / z?dr = f(v/3)(3 — 0) y su representacién gréfica de la funcién integrable

/().
El 4rea de la region sombreada de color negro , es decir limitada por la curva y = 22
y las rectas definidas © = 0 y x = 3 es idéntica al area rectangulgr y cuya medida es
A = 9 unidades cuadraticas y del mismo la integral definida / z?dr = 9 unidades
cuadraticas. 0
yA
9

0 B 30X

Figura 4.20: Integral de valor medio

Ejemplo 4.6.2 Determine el valor de ¢ que satisfaga la condicion del teorema de
3

valor medio para la integral definida / [2° 422 — 3]dx = 18.25 unidades cuadrdticas.
-2

Solucion:
Utilizamos la férmula del teorema de valor medio y los limites de integracion, puesto
que ¢ € [-2,3]:

3
[ + 20— 3]de = (34 2)f(c)dz, por la condicién del problema

[° 422 — 3]de = 18.3
18.3 = (5)f(c) = 5[c® + 2¢ — 3] entonces ¢ + 2c — 6.82 = 0, asf ¢ = 1.22 € [-2,3]

los demas raices no son numeros reales, por consiguiente se tiene, el teorema de valor
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medio de la funcién en [—2, 3]

/3 [2° 4+ 22 + 3]dz = £(1.22)(3 + 2)

-2

A
o (3,36)

—————— 11

Figura 4.21: Integral de valor medio

Ejemplo 4.6.3 Halle el valor de ¢ de modo que satisfaga el teorema de valor medio

7
14
en la integral definida / vV —3dr = 3 unidades cuadraticas.
4

Solucion:

La representacion grafica es:

yl\

Figura 4.22: Integral de valor medio

Utilizamos la férmula del teorema de valor medio y los limites de integracién,

puesto que ¢ € [—2, 3]
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7 7
/ Va —3dx = (7—4) f(¢)dz, por la condicién del problema/ [V — 3]dr = 4.66
4 4

4.67 = (3)f(c) = 3v/c — 3 entonces /¢ — 3 = 1.556, entonces ¢ = 5.41 € [4,7] es

tnica, por consiguiente se tiene, el teorema de valor medio de la funcién en [4, 7]:

7
/ Vo —3dr = f(5.41)(7 — 4) y la representacién grafica es:
4

Observacion:
Sea la funcién f(z) integrable y continua sobre [a,b] , la integral definida desde un
numero a llamada limite de integracién inferior hasta un limite de integracién variable

que es funcion de x entonces el teorema fundamental del cédlculo es:

xX d T
F(x) = F(a) —i—/ f(t)dt entonces F'(z) = %/ Fo)dt = f(x)
Llamada derivacién bajo el signo integral.

Sean los limites de integracion a = h(x), b = g(x) derivables e integrables en el

intervalo [a, b] entonces verifica

, @) g A(b(x))
Fl(z) = / o a0, — ) T

(z)
Uso de la regla de cadena F'(z) = /h f(t)dt = H(g(x)) entonces F'(x) = H(g(z)) -
g'(x) '

Ejemplo 4.6.4 Halle la derivada de la funcion primitiva, bajo la derivacion bajo el

signo integral

F(z) :/ Ldt
0 2 + arcsent

Solucion:

Uso de la féormula de derivaciéon bajo el signo de integracion.

sen T d d
F'(z) = /0 %f(t, x)dt + f(senw, x) (S§2I> — f((),x)%
B 3 _§+ 3 COng_Bcos:c—?):c
~ 2+arcsen(senz) 2 2+ arcsen(senz)  4x 42
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Ejemplo 4.6.5 Halle la derivada de F'(x) en la integral definida

3

F(z) = / /3t + 2t2 4 (exp)2dt
0

Solucion:

Uso de la férmula de derivaciéon bajo el signo integral

3

F'(z) = /Ox %\/Bt + 2t2 + (exp)2dt + f(2*, 2)32% + f(0,).0

- \/31’3 + 226 + (exp)?*” + \/3953 + 226 + (exp)?**32°

= \/3373 + 226 + (exp)22°* [V1 + 322]

Ejemplo 4.6.6 Halle la funcion continua en toda la recta real y verifica F(x) =

z2-3
/ ft)dt = 22° + 32* + 627
0

Solucion:
g(z)

Utilizamos la regla de la cadena F(x) = / f(t)dt = H(g(x) entonces tenemos

a

F'(z) = H(g(x)) - ¢'(z) F'(z) = H(z* — 3)(2z) = 122° + 122° + 12z entonces la
antiderivada es F'(x) = f(x)

Luego H(z? — 3) = 62* + 622 + 6 hacemos cambio de variable z*> — 3 = z entonces

2 =243, 2" =22+62+9

H(z) = 6(2% 4+ 6z +9) 4+ 6(z + 3) + 6 entonces H(z) = 62 + 42z + 78

f(2) = H(2)(2vz + 3) = (1222 +842+156)+/z + 3 hacemos cambio de variable z = z
f(x) = (1222 + 842 + 156)v/z + 3

Ejemplo 4.6.7 halle la primera derivada de la funcion

z2-3
t
F(x) = dt
(z) /ms t2 + 3cost + 10
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Solucién: )
Usode P(a) = [ . rteoar 500 ) — a1
z2-9 ) t d(l,Z _ 3) d(l‘g)
F = - 3 _ o 3
) /1,3 I T YR T R A e f(@®2) =
_ t z2-3 2 d(2* - 3) o 3 d(x?)
~ #243cost+ 10" +f(a” =3, 2) dr f(a® ) I
_ x?—3 - 3 .
(22 —3)2+3cos(22 —3) +10 2%+ 3cos(23) + 10
2z (2% — 3) B e
(22 —3)2 4+ 3cos(2?2 —3) +10 254 3cos(x?) + 10
(22 —3)(2z + 1) (322 +1)

(z2 = 3)2 +3cos(22 — 3) + 10 25+ 3cos a3 + 10

Ejemplo 4.6.8 Halle la imagen de h(2) en la integral definida

h(z)
F(z) = / t2dt = x* + 32° + 227
0

Solucidn:

Usamos la regla de la cadena F'(x) = H(h(z)).lh/(z) donde H(t) = ¢, h(z) = g(x)
entonces h/'(r) = ¢'(z)

F'(x) = h*(z)h/ (x) = 423+ 92*+42 entonces h?(x)h' (x) = 423+ 922 +4x hacemos pro-
ceso de integracién para calcular la funcién h(x), esto es: h?(x)h (z) = 423 + 922 + 4z
entonces h*(z)dh(x) = (423 + 92% + 4z)dx

3
h*(z)dh(x) = (423 + 92% + 4z)dx entonces h éx) =zt +323+ 222+ C

()
3
Reemplazando x = 2 entonces h(2) = v/t + 323 + 222 + C|y, = /144 + C

= 2t + 323 + 222 + C entonces h(z) = vVa* + 323 + 222 + C

1 :c3+6a:2+11xd

x
o Va? 44z +13

Ejemplo 4.6.9 Calcule la integral definida:

Solucién:
Sea a2 + 4z + 13 = /(z +2)2 + 9 = 3sec.

Si x + 2 = 3tan 2z entonces dr = 3sec? zdz
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Si 23 = (3tanz — 2)% = 27tan® 2z — 54 tan® +36tanz — 8 y

siz? = (3tanz —2)2 =9tan®z — 12tanz + 4, y 11z = 33tan z — 22

Ademas cambio de variable de limites de integracién: x = —2, z = 0; x = 1 entonces
z=m/4

Sea x3 + 622 + 11z = 27 tan> 2 — 3tan z — 6 reemplazando éstos valores tenemos.

Vs 4622 + 11 Vo 4622 + 11

r = dx
o Va2 +4x+13 2 /(x+2)2+9

™4 97 tan® z — 3tanz — 6
I = an = ans 3sec? zdz

0 Vv9tan?z +9

™4 97 tan® z — 3tanz — 6
- / an_ = an 2 3sec? zdz
0

3secz

w/4
= / (27tan® z — 3tan z — 6) sec zdz
0

w/4 w/4 /4
= 27/ tan® z sec zdz — 3/ tan z sec zdz — 6/ sec zdz
0 0 0

Utilizado propiedades de integracion de funciones trigonométricas directas y resulta:

I = [9sec®z — 30secz — 61n(sec z + tan 2)]|]/* = F(r/4) — F(0)
= F(r/4) - F(0) =21 +6v2 - 61n(V2 + 1)
6 g
Ejemplo 4.6.10 Halle la integral definida de: /0 m
Solucién:
Hacer cambio de variable de integracién, m.c.m de indices radicales y cambio de
limites de integracién:
Sea 2% = z entonces 2! = /1, 22 = Vv ydr = 82'dz. Siz =0, z = 0; 2 = 16,

z=1/2

1 dy 8/\/5 27dz 8/\/5[3 L 1d
—_— = —_— = z — Z z
0 VT +Vr o 2422 0 22 +1
B 824+822+8/\/§ 2zdz
4 2 2 ), 2+1
24 221
= [85 +8Z +8=.In(22 +1)]|¥?
85 + 85 + 85 In(z? + 1)

= F(V2) = F(0) =4In(3)
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64 2 3
Ejemplo 4.6.11 Halle la integral definida de Ve dx

Solucion:

VEE

Hacer cambio de variable de integracion , m.c.m y cambio de limites de integracion ,

esto es:

Sea 28 =1, 2% = /x

2 5
12/ :
1 Z+1

64

, 22 =Yr;six=0,2=0, 2 =064 entonces z =2y dx = 62°dz

/64 2¢/xdx 21227dz /2 122°dz
1 1

29T

itz )i B2 2241
? 1

dz = 12/[24—z3+z2—z+1— |dz
1 Z+1
5 .4 L3 L2

= 12[%—%+%—%z+z—ln(z+l)]

5 4 L3 L2

dr = 12[%—%+%—%z+z—1n(z+1>]|§

= F(2)—F(1)=15+ 121n(§)

4.6.1. Ejercicios Propuestos

22

1. Halle la derivacion bajo el signo integral F(z) = / [t* + 5t + 12]dt
Respuesta: F'(z) = (z* + 52% + 12)(22)

2. Halle la derivada de F(x) = / [
0

Respuesta: F'(x)

tanx
3. Halle la derivada F(z) = / [
0

Respuesta: F'(x)

t2
arccost + 2t + 14

Jdt

cos? ( )
— —senx
T+ 2cosx + 14

t3
24+ 12t +1
tan® z sec? x

Jdt

sec2y + 12tanx

z2+tanz ot
4. Halle la derivada de F(z) = / (exp)
2

Respuesta: F'(z) =

5. Halle la derivada F(z) = /

Respuesta: F'(z) =
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26 + 424 + 13
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6. Calcule la funcién f(x) sea continua derivable sobre la recta real de la integral
x2—1
definida, utilizando la derivacién bajo el signo integral: F\(z) = / f(t)dt =
0
22t + 22% + 5z

2
4
7. Halle la integral definida / V16 — 22dx = ?ﬂ +2V3
0

1,3 2
8 1 3
8. Halle la integral definida /o %dm = —4 + 25[arctan(2) — arctan(i)]
. . m/4 3 1 1 3
9. Halle la integral definida x” arctan(3z)dr = g[1.54 ~1 arctan(z)]
0
1
2 T 2 \/3
10. Halle la integral definid 2 dr = — — = 4+ —
alle la integra ema/oxarcsen(x)x i 971 g
w/18 76
11. Halle la integral definida / cot® 3z csc 3xdr = T
0

16\/E+2
o V-2

12. Halle la integral definida

dr =15+ 161n(2)

523+ 422+ 32+ 16
13. Halle la integral definida / T EOr 0 654 0420
1o 2 +2x+5

N

(exp) |
2

v,
2

w/4
14. Halle la integral definida / x(exp)” sen xdx =
0

4.7. Aplicacién de las integrales definidas

Utilizando la definicién y propiedades de integrales definidas es posible calcular
el area de la regién limitada por dos curvas o el eje X, asi mismo el volumen de una
superficie rotacional estableciendo sélidos respecto al eje X o eje Y, ademas podemos
calcular el trabajo realizado por la funcién de fuerza que requiere para bombear liquido
de un estanque hacia arriba o abajo seguin las condiciones establecidas . Todo éstas
aplicaciones al campo de la fisica, biologia, economia, entre otras, es propia aplicacion
de sumas infinitas de Riemann de funciones continuas, derivables e integrales en

intervalo cerrado.

Definicién 4.7 (Area limitada entre dos curvas del tipo Ry) Sean las funcio-

nes continuas sobre el intervalo [a,b] y f,g : I — R derivables e integrables sobre el
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intervalo [a,b] con f(x) > g(x) para todo x € |a,b] y limitadas por las rectas verticales
r=a,x=0>b. El drea de la region limitada por las curvas establecidas, es posible par-
ticionar en pequenas dreas elementales o franjas verticales de altura h = f(cx) — g(cx)

y la base Axy, entonces el drea elemental definida mediante AA, = f(cx) — g(ck)-Axy
7. [8)-

Interpretacion geométrica del area de la region limitada por dos curvas y las rectas

dadas es:

(¢, f(c))

ylk

|
|
|
| (c-2(c,) N
a Ax, b x

Figura 4.23: Area limitada entre dos curvas tipo Ry

El area total de la region limitada por dos curvas y las rectas dadas es la suma

infinita de areas elementales.

> CAAL = [f(er) — gler)]Axy, si[Azg| =0

k=1 k=1

n

A = lim Y Ady= lim [f(c) — glce))Axy,
k=1

|A:L‘k‘—>0 |A.’17k|—)0 —1
n n b
A = lim > A=l Y (fe) - g()dn = [ 1) - g@)lds
k=1 k=1 a
conocida como integral de I. Barrow del tipo Rx o integral de Riemann.

Definicién 4.8 (Area limitada entre dos curvas del tipo Ry) Sean las funcio-
nes continuas sobre el intervalo [c,d] y f,g : I — R derivables e integrables sobre el
intervalo [c,d] con f(x) > g(x) para todo x € [c,d] y limitadas por las rectas verticales
y=c,y =d. El drea de la region limitada por las curvas establecidas, es posible parti-

cionar en pequenas dreas elementales o franjas horizontales de base B = f(c) — g(cx)
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y la altura Ay, entonces el drea elemental definida mediante AAy = f(cx) —g(cr). Ayg
(7], 18]

Interpretacion geométrica del area de la region limitada por dos curvas y las rectas
dadas es:

El area total de la regién limitada por dos curvas y las rectas dadas es la suma

VA Xx=g0) x=7()

) S—
Ay, ::::: (¢> f ()
(¢,,8(c,
¢ b————
>

\ feo-ge) | x

Figura 4.24: Area limitada entre dos curvas tipo Ry

infinita de areas elementales.

n

D OAA = [fler) = gle)] Ay, si[Agy] — 0

k=1
n

A = lim ZAAk: lim [f(ck) — g(cr)|Ayg
k=1

|Ayg|—0 [Ayg|—0 1
n n d
A = w3 Adc= i ST(Fa) - g(e)du = [ 1) - ow)dy
k=1 k=1 ¢

conocida como integral de I. Barrow del tipo Ry o integral de Riemann.

Ejemplo 4.7.1 Calcule el drea de un terreno agricola de plantas frutales limitada
por las curvas C1: 2x = y?> — 0.5 y Cy: y = 22 + 0.2 en una escala de 10 metros cada

una de las curvas dadas y los ejes X y el eje Y
Solucién:

1. Hallar los puntos de interseccién entre las curvas dadas C () Cy igualando las

variables y y resulta 2z = (2% + 0.2)? — 0.5 entonces x* + 0.42* — 2x — 0.4 = 0,
Calculo I y 11
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resolviendo la ecuacion x = —0.22 y z = 1.24. A continuacién consideremos un

elemento diferencial de area y mostramos el grafico entre las dos curvas y las

rectas.

—0.22 dx 124 %

Figura 4.25: Area limitada entre dos curvas tipo Rx

2. Uso de la férmula de integral I. Barrow de tipo Ry, f(z) = v/2z + 0.5 estd arriba
de g(x) = 2% + 0.2 entonces f(x) > g(x) para todo z € [—0.22,1.24].

A = /_ [m)—g(x)]dx:/' V37 705 — (22 + 0.2)]da

0.22 —0.22
1.24 1.24
= V2r + 0.5dx — / (2% 4+ 0.2)]dx
—0.22 —0.22

Hacemos cambio de variable de integracion u = 2x + 0.5 entonces du = 2dx y

up = 0.06, u; = 2.98

2.98 1 1.24
A = —Vudu — / (x2 +0.2)]dz
0.06 2 —0.22
ud/? 2.98 x® 1.24 9
A = T 0.06 — (g + 02£L') —0.22 — 78.661m

Ejemplo 4.7.2 Calcule el drea de espejo de luz de una laguna ubicado en la comu-
nidad Descanso de la provincia de Espinar region de Cusco, limitada por las curvas

Ci:2x =y* -3y +2yCy:y=2x—7 las variables x e y estd en la escala de 10m

cada una de las curvas sobre el eje X y'Y.

Solucion:
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1. Hallar los puntos de interseccién entre las curvas dadas C () Cy igualando las
variables z y resulta y = 2z — 7 en 2z = y? — 3y + 2 entonces 2z = (2x — 7)% —
3(2x — 7) + 2, resulta: 2?2 — 36z + 72 = 0, resolviendo la ecuacién de segundo
grado z = 3 y ¢ = 6, ademas los valores de y = —1, y = 5. A continuacién
consideremos un elemento diferencial de area y mostramos el grafico entre las

dos curvas y las rectas establecidas.

-.«..«._\_. —— h‘ I(]_Dm)
-2 4
] frm = 7/ §

Figura 4.26: Area limitada entre dos curvas tipo Ry

2. Sea elemento diferencial de area horizontal y los limites de integracién son y =

—1, y = 5 metros y usamos la férmula de integral de Riemann tipo Ry.

A = /[f(y)—g(y)}dyz/ [y+7—y2_3y+2]dy

1 _1 2 2
5 2 3
—y*+4y +5 1.—y
= [ Ry = S 20 )y = HE) - H-)
-1
—y° 2

+5y]>, = H(5) — H(—1) = 1800m>
el espejo de luz del lago sandoval es aproximadamente de 1800 metros cuadrados

Ejemplo 4.7.3 Calcule el darea del terreno agricola para cultivo de arroz en la co-
munidad Las Vinas de la ciudad de Puerto Maldonado que es limitada por las curvas
Cir:x=y*—3y+2, Cy: 3x = —2y* +4y +6 las variables estin en la escala 10 metros
los ejes X e Y.

Solucion:
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1. Hallar los puntos de interseccién entre las curvas dadas C4 () Cy igualando las
variables z y resulta r = y*>—3y+2y 3z = —2y*+4y+6 entonces 3(y*—3y+2) =
—2y? + 4y + 6, resulta: 5y? — 13y = 0, resolviendo la ecuacién de segundo grado
y =0y y = 2.6, ademas los valores de x = —1, x = %5 A continuacion
consideremos un elemento diferencial de area y mostramos el grafico entre las

dos curvas y las rectas establecidas.

.

b v(10m)

\_f{_‘_/ _Lx(l{)?n)

1 (2.0)

—

Figura 4.27: Area limitada entre dos curvas tipo Ry

2. Utilizamos la féormula de la integral de Riemann de tipo Ry y esto es:

A= [ - sy = [ EEEEER gy

2.6 2 3 2
—5y° + 13y 1 Y Y7126

— —2 T dy = —|—-5Z +13=1|4° = 4.882
/0 3 Yy 3[ 3 T 155 Ilo

1 3 2
_ §[_5% T 13%] 26 — 488.2m>

esta es el area del terreno de cultivo de arroz en la comunidad de Las Vinas.

Ejemplo 4.7.4 Calcule el darea de fundo de la propiedad de la Universidad Nacional
Amazénica de Madre de Dios en la ciudad de Puerto Maldonado que es limitada por
las curvas Cy:y = 23+ 3x* — 32+ 2 y Cy: y = 23 + 52% — 8 las variables x ey estdin

en la escala de 100 metros y los ejes coordenadas X e Y .

Solucion:

1. Hallar los puntos de interseccién entre las curvas dadas C; [ Cs igualando las
variables y y resulta y = 2® + 32% — 3z + 2 ademas y = 2 + 52® — 8 entonces
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2+ 322 — 32 + 2 = 2% + 52?2 — 8, resulta: 222 + 3z — 10 = 0, resolviendo
la ecuacion de segundo grado x = —3.01 y x = 1.61, ademés los valores de
y = —0.91, y = 0.014. A continuacién consideremos un elemento diferencial de

area vertical y mostramos el grafico entre las dos curvas y las rectas establecidas.

\ y(10m)
y=x+3x"-3x+2
L b f
I b ., . ) ."ll
! ; n - e _ .-":;
. R e x(10m)
-2.83 R, ;133

A

dx L y= x5 -8

Figura 4.28: Area limitada entre dos curvas tipo Ry

2. Utilizamos la integral de Riemann de tipo Rx y esto es:

A = /_ [f<x>—g(x)]dx:/' [(2* + 322 — 32+ 2) — (2 + 522 — 8)|d

3.01 —3.01

1.61 3 2

—22% 3

- / (242 — 3z + 10]dx = 396 - % +102) 1L
—3.01

= F(1.61) — F(—3.01) = 9.4296 — (—25.509) = 34.939 Hectdreas

el fundo del terreno de la Universidad Nacional Amazonica de Madre de Dios

es aproximadamente A = 35 hectareas.

Ejemplo 4.7.5 Calcule el espejo de luz de una laguna en la ciudad de Abancay region
Apurimac limitada por las curvas Cy: y = 22° — 322 — 9z y Cy: y = 23 — 22% — 37 las

variables de x ey estan en la escala de 100 metros.

Solucion:

1. Hallar los puntos de interseccién entre las curvas dadas Cy ) Cy igualando las
variables y y resulta y = 223 — 32? — 9z ademds y = 23 — 22% — 3z entonces
203 — 322 — 92 = 23 — 222 — 3z, resulta: 2® — 22 — 62 = 0, resolviendo la ecuacién
cubicar =3 ,x=—-2y x =0 ademas los valoresdey =0,y = —10yy = 0. A
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continuacion consideremos un elemento diferencial de area vertical y mostramos

el grafico entre las dos curvas y las rectas establecidas.

2. Representacién grafica del espejo de luz de la laguna en la ciudad de Abancay

y esto es:
y(10m), y=x —2x —3x
. dx .}’ _x(10mm)
-2 dx 3
I e .y
! y=2x" —3x"—9x

Figura 4.29: Area limitada entre dos curvas tipo Rx

3. Utilizamos la propiedad de linealidad de una integral definida y esto es:

/ (@) - g@)de = / f () — g(a)lda + / l9(e) — f(@))da

[ U@ —gwitr = [ et =0 — 00— (00 — 20— 30)lde +

-2 -2

3
/ [1° — 22° — 3z — (22° — 32% — 32)]dw
0

0 3
A = /[x3—x2—6x]dx+/ [—2® + 2% + 62]dx
0

-2

3 4 3

o 0110 —zt oz 9
16 63 , .
= [F(0)— F(=2)]+[F(3) — F(0)] = 3 + 7= 19.62 Hectareas de espejo de luz de agua.

Ejemplo 4.7.6 Calcule el drea del terreno para lotizacion de la Asociacion Pro Vi-
vienda los Girasoles de La Joya en la ciudad de Puerto Maldonado, limitada por las
curvas Cr:x+2y =2, Cory—x =1y Cs5: y+ 22 =7 las variables x e y estin en la

escala de 100 metros.

Solucion:
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1. Calculamos los puntos de interseccion de las curvas:

a) Las curvas C; N Cy, esto es, 20 +y = 7y —2x + 2y = 2 resulta los valores
dex=2yy=3

b) Las curvas C; N Cs, esto es, 4z + 2y = 14 y —x — 2y = —2 resulta los
valoresde z =4y y=—1

c¢) Las curvas CyNCs, esto es, v+ 2y =2y —x +y = 1 resulta los valores de
r=0yy=1

2. Utilizamos la férmula de integral definida de tipo R, divida en dos subregiones
Ary Ay
entonces el area total del terreno es: A = A; + A, los puntos de integracién son

r=0r=2yx=4

4 = / f(x) - g(a)lde + / l9(c) — g(z)|dz

_ /2[(x+1) _I]dx+/24[7—2x—

1
= /—d +/ 6—3;]d$

32
= T\O (62 — 1 ]2 = 120000m>

2—x

|dx

3. La representacion grafica del terreno de Asociacién Pro Vivienda los Girales de

la Joya ubicada en la ciudad de Puerto Maldonado.

4 (1 02
y—x=1ah
=2 p ’/-
i B
ol ax
x4+ 2y

Figura 4.30: Area limitada entre dos curvas tipo Rx
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Ejemplo 4.7.7 Calcule el drea del terreno agricola de arroz limitada por las curvas
Ci:y=a%—622+8z, y Cy: y = 2? — 4z los ejes X y eje Y estdn en la escala 10m

la unidad.
Solucion:

1. La representacién grafica del terreno agricola de arroz en la ciudad de Puerto

Maldonado, esto es:
v(1 GM)T

y=x-6x+8x y=x -4x

Figura 4.31: Area limitada entre dos curvas tipo Rx

2. Calcular lo puntos de interseccién de las curvas C; N Cy de las curvas dadas,
tenemos igualando la variable y, esto es: 23 — 622 + 8¢ = 2% — 42 entonces
3 — 72® + 12x = x(2? — Tx + 12) = 0 resolviendo la ecuacién cibica resulta
r=0,r=2 =3y x =4y utilizamos la férmula de integral definida de tipo
Rx.

A = / f(2) - gla))de = / f(2) - gla))dz + / l9(e) - f(a))de + / f(x) - g(x))da

2 3 4
= / [2° — T2? + 12z]dx + / [—2% + T2? — 122]dx + / (2% — T2® + 12x]dx
0 2 2

56’4 3 4 T

3 4 3
= 7 _7%+6x2]y§+ [—%Hg — 627[3 + [% —7%+6x2]|§

3. Evaluando las funciones integrales en los limites de integracion respectivamente:
28+|—23|+|—7|
3 12 12

A = [F@2) - F0)]+[F(3) - F(2)] + [F(4) — F(3)] =

98 | —23| |-7 142 ,
= % 1183
35T 12 T 12 12 m

A:
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Ejemplo 4.7.8 Calcule el area de espejo de luz de una piscigranja disenado por un
piscicultor de peces, para la crianza de gamitanas y palometas limitada por las curvas
Ci:ax = y?, Co:x = 3 —y? las variables de x e y estdn en la escala 10m de una

unidad.

Solucion:

Representacion grafica del espejo de luz de la piscigranja, esto es:

-1.22}

——

Figura 4.32: Area limitada entre dos curvas tipo Ry

Calcular los puntos de interseccién de las curvas C; N Cy de las curvas dadas,
tenemos igualando la variable z, esto es: y? = 3 —y? entonces 2y? — 3 = 0 resolviendo
la ecuacién cibica resulta y = —1.22, y = 1.22 y la variable z = 1511 y x = 3 y
x = 0; utilizamos la formula de integral definida de tipo Ry.

A = /_ [f(y)—g(y)]dy=/' [(3—y2)—y2]dy=/' 3 —2y%]dy

1.22 —1.22 —1.22
1.22 yg
= / 3 — 2y%]dy = 3y — 2% = 2450m?[0.2cm]
—1.22 3

Ejemplo 4.7.9 Calcule el drea del terreno de corredor minero en la ciudad de Puerto
Maldonado limitada por las curvas definidas C1:y = —2+ 3x + 22, Co: y = 2 donde

las variables de x e y estan en la escala 100 metros la unidad del eje X e y.

Solucion:

1. Mostramos la representacién grafica del area del terreno de corredor minero y

esto es:
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+ v(10m) y==X

x(10m)

-
b
l'-J T R ——

B G
| - i | y=x"+3x-2
Figura 4.33: Area limitada entre dos curvas tipo Rx

2. Calcular los puntos de interseccién de las curvas C N Cy de las curvas dadas,
tenemos igualando la variable y, esto es: —2 + 3x + 22 = % entonces 2% — 2% —
3z + 2 = 0 resolviendo la ecuacion cibica resulta v = —1.62, x = 0.62 y x = 2;

utilizamos la férmula de integral definida de tipo Rx.

A = / (@) - g(a))de = / " lg(@) — f(@)de + / f(2) — gla))da

—1.62 —1.62 0.62
062 2
= / 2~|—3:17+$)]d:n+/ (=2 + 3z + 2°) — 2°]dx
—1. 62 0.62

0.62 2
= / (2% — 2 —3x+2]dx—|—/ [—2 4+ 32 + 2% — 2%]dx

1.62 0.62
28 x? U 22
= [_ - 3 - 3? + ZI] (1?262 + [_Z + g + 3? — 2‘7;”362

4
= [F(0.62) — F(—1.62)] + [F(2) — F(0.62)] = 4.658 + 1.2875 = 5.9459 héctarias

esto implica el area del terreno de corredor minero es aproximadamente de 6

hectéreas.

Ejemplo 4.7.10 Calcule el drea de una cantera de yacimiento minero limitada por

las curvas Cy:y = 22 — 22, Cy: y = —x + 2 las variables z, y estdn es la escala de
100 m la unidad del eje X eY .

Solucién:

1. Calcular los puntos de interseccion de las curvas C; N Cy de las curvas dadas,

tenemos igualando la variable y, esto es: 2z—2% = —x+2 entonces 22 —32+2 = 0

Calculo Iy 11
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resolviendo la ecuacion cibica resulta x = 1, x = 2 y utilizamos la férmula de

integral definida de tipo Rx.

A = /j[f@) _ g(@)ldr = /12[(233 I /12[3x — 2= 9da

2 .3 2
_ / B0 — 2%~ 2lde = [~ +3% — 2]
1
3 2
_ 1
— [Tx + 3% —27]|] = F(2) - F(1) = ghectéreas

2. Mostramos la representacion gréafica del area del terreno de cantera de yaci-

miento minero y esto es:

‘!__.1 F
1f----- ==

Fix) =2x— x*
h= Ffx)—g(x)

e

Figura 4.34: Area limitada entre dos curvas tipo Rx

Ejemplo 4.7.11 Calcule el area de lote de terreno para una Asociacion Pro Vivienda
Los Tulipanes en el Distrito de San Sebastian de la ciudad de Cusco, limitada por las

1 3
curvas Ci: y = 2 + g(a: +3), Cyry = —x+ 11, C3: y = =2 + é(x —2) y Cy:

y=—2——(x—2), de modo las variables x ey estin dadas en la escala de 10 metros

5
por unidad del eje X eY .

Solucién:
1. Calcular los puntos de interseccion de las curvas dadas.

9
a) Sea C1 NCy esto es, 11 —x = T

entonces resolviendo tenemos z = 6,

y=5
—2+4 9
b) Sea Cy NCy esto es, ;_ - —13—90 entonces resolviendo r = =3, y = 2
—2+4 —22+3
c) Sea C3 N Cy esto es, ;_ - 8+ % entonces resolviendo = = 2,
y=—2
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—22+3
d) Sea C3NCyestoes, 11—z = % entonces resolviendo x = 10, y = 1

2. Mostramos el area del terreno de la A.P.V limitadas por las rectas dadas:

VL.-:

Figura 4.35: Area limitada entre dos curvas tipo Ry

3. Las variables de integracién son z = —3, x = 2, x = 6 y x = 10 utilizamos la

formula de integral definida de tipo Rx y esto es: A = A} + Ay + Aj

/_ (@) —g(x)]dz = / (@) —g(a))dr+ / (@) —g(x)]dat / (@) —g(@)lde

3 -3

A = /_[3+§—(2—4—x)]d:1:

; 5 5
213 17z 13z 1722
A, = i 7 2
! /3[5+15]x 5 30 -
13z 1722 61
A = _— 2 = —
! 5 T30 =5 6

(%23 w23z a?g
- /Q[Z_ﬁ] BTl
23z 2t 67
T 4 1.8?% 3
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10 10 11 33;,
Ay = [ @) - g@lde = [1-a - (<54 S
6 6
10 2
5%5) 11z 5bx 11z
— e d _ = _ = 10
/6 2 I = 1250 - 25,
55¢  11z?% |,
- == _ = F(10) — F(6) = 11
1 16 6 (10) (6)
Finalmente el area total es:
61 67
A:Al+AQ+Ag:FJF§+11:4350m2

Ejemplo 4.7.12 Halle el drea de una piscina(espejo de luz) para ninos en la ciudad
de Puerto Maldonado limitada por las curvas Cy:y = 2?4+ 1, Cy: y = —2? +9 siendo

las variables x , y en la escala de 10 la unidad del eje x, Y .

Solucién:

1. Calcular los puntos de interseccion de las curvas C; N Cy de las curvas dadas,
tenemos igualando la variable g, esto es: 9 — 22 = 2% + 1 entonces 222 — 8 = 0
resolviendo la ecuacién cubica resulta z = —2, x = 2 y la representacion grafica

del area del espejo de luz de la piscina, esto es:

L M’f

—o—P""lFl +
1

[

5] Rt SN

dx

Figura 4.36: Area limitada entre dos curvas tipo Ry

2. Utilizamos la formula de integral definida de tipo Ry, cuyos limites de integra-

cion son x = —2, x = 2

/_2 [f(z) = g(x)]dx = /2 [—2? + 9 — (27 + 1)]dz = /2 (242 + 8]dx

2 -2 -2
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3
A= [—2% +8]]2, = F(2) — F(—2) = 32 — 10.66 = 2133 metros cuadrados

El 4rea del espejo de luz de la piscina es 2133 metros cuadrados.

Ejemplo 4.7.13 Calcule el drea un pantano en la comunidad de Chapajal en la ciu-
dad de Puerto Maldonado limitada por las curvas Cy:y = 2% — 3z, Cy: y = —x% + 4z,

cuyas variables x e y estan en la escala de 100 metros.

Solucion: Calcular los puntos de interseccion de las curvas C; N Cy de las curvas
dadas, tenemos igualando la variable y, esto es: 22 — 32 = —2% + 42 entonces —2x2 +
7x = 0 resolviendo la ecuacion cuadratica resulta x = 0, x = 3.5 y usamos la férmula

de integral definida de tipo Ry, esto es:
A = Al + AQ —|— Ag

2 3
A = / [_:E? +4z) = [“% + 2x2}|3 = 5.22 hectarias
0

2 3 2
3
Ay = / [;ﬂ — 3| = [% + %Hg = | — 3.33| hectarias
03.5 3 7 2
A = / [—22 + 4o — 2 + 32] = [_2% + %Hg = 52.122 hectarias

2. ,
Por consiguiente el area total es:

A=A+ Ay + A3 =522+ 3.33 4+ 52.122 = 60.672 hectareas de pantano

1V & a -

e

X
-

[
v

3.5

Figura 4.37: Area limitada entre dos curvas tipo Ry

4.7.1. Ejercicios propuestos

1. Halle el area del corredor minero en la comunidad de la Pampa del distrito de
Manu limitada por las curvas C: y = 6 — 22, Cy: y = 6 — 62 cuyas variables del

eje X e Y estan en la escala de 100 metros la unidad. Respuesta 53.2 hectéreas.
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2. Halle el area del espejo de luz de una laguna en la ciudad de Mazuco en la region
Region de Madre de Dios limitada por curvas C;: y? = 6z, Cy:y = 22 — 6, cuyas
variables x e y estan 100 metros. Respuesta es 20.109 hectarias de luz de la

laguna.

2

3. Halle el 4rea de la region limitada por las curvas y = 423 —6x + P

y las rectas

x = 0.1 metros , 1.2 metros y x = 2. Respuesta 2297 metros cuadrados.

4. Halle el area del terreno agricola de frutales en la comunidad de Laberinto
limitada por las curvas 3z = 2y — y? e y = 2 + 2 cuyas variables x y y estan en
la escala de 10 metros la unidad del eje X e y. Respuesta 6944 metros cuadrados

de terreno agricola.

5. Halle el area de un terreno agricola para arroz en la provincia de Iberia de la
ciudad de Puerto Maldonado limitada por un cerco que limita por un rio y las
cercas alambricas de x = 10 metros y x = 20 metros. Respuesta 2509 metros

cuadrados.

6. Halle el area de la region limitada por la curva y = % y las rectas x = 3
a r = 5, cuyas variables x e y estan en la escala de 100 metros la unidad de
cada eje X, y; el area representa un terreno de cultivo de maiz amarillo por los

comuneros de La Joya. Respuesta A = 7+ 41n({%)hectarias

7. Halle el area de fundo de la Universidad Nacional Amazoénica de Madre de Dios
ubicada en el kilometro 20 camino a la ciudad del Cusco, limitada por las curvas
Ci:y =223 — 2% — 5w, Cy: y = —a? + 42 de modo que las variables x e y estan
en la escala de 100 metros la unidad del eje X e Y. Respuesta 19.49 Hectéareas

de terreno para proyectos de investigacion.

8. Halle el espejo de luz de agua de una laguna ubicado en el fundo Chapajal de
la ciudad de Puerto Maldonado limitada por la curva y = %3 —3x,y = -2z
las variables de x e y estan en la escala de 10 metros la unidad del Eje X e y.

Respuesta 1.498 hectareas de espejo de luz de agua.

9. Halle el drea de un yacimiento minero en la comunidad la Pampa de la ciudad
de Puerto Maldonado limitada por la curva C: y = z* — 222 + 1 y las rectas
xr = —1, x = 1 las variables estan dadas en la escala 100 metros la unidad de

cada eje X e Y. Respuesta 1.074 hectareas de yacimiento minero.
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10. Halle el area del terreno de cultivo de maiz en la comunidad de Pariamanu en
la ciudad de Puerto Maldonado limitada por un rio y cercas metalicas dada la
trayectoria del rio: y = %5 — % + 4z y las rectas(cerca) v = —2, x = 2 las
variables de x e y estdn en la escala 100 metros. Respuesta 6.93 hectareas de

maiz sembrada.

4.8. Volumen de un solido revolucion

El volumen de un sélido revolucién se obtiene al hacer girar o rotar una region
plana al rededor de un eje vertical o horizontal dependiendo de las condiciones del
problema. La interseccién de un sélido con un plano en una region limitada se de-
nomina seccién de drea transversal denotada A(z) funcién variable de x, ademads es
derivable e integrable sobre un intervalo [a, b] de bases iguales, es posible hallar el vo-
lumen de sélido revolucion utilizando la definicién y propiedades de integral definida

del tipo Rx o Ry.

Definicién 4.9 (Calculo de volumen de un sélido: Disco tipo rebanada) Para
estimar el volumen de un sélido revolucion de la funcion [ : [a,b] — R continua e
integrable sobre el intervalo. Consideramos un k -ésimo rebanada de seccion de drea
transversal del sélido revolucion en el punto ¢, € [xp—1, k] denotada por A(cy) y
su espesor sea Axy = b—_a de longitud igual o ancho de la k- ésima rebanada. Al
dividir el volumen del so/Zdo en n rebanadas finitas se obtiene un k ésimo rebanada
de volumen denotado por Av(cy) = mR*(ct,).Axy con k = 1,2,3,...,n. Si realizamos

la suma finita de cada una de los elementos diferenciales de volumen se obtiene el

volumen sélido revolucion aproximada, [13], [10].

El volumen del sélido revolucion como la suma infinita de todos los elementos diferen-

ciales de volumen, considerando el area de la base circular esto es, A(cx) y el espesor
b—a

n

sea Axy = — 0 cuando n — oo y resulta:

n

vV = JLIEOZ[A(CIC)AM]:/ TA(z)dx

k=1

Vo= / T A(z)dz, [4], [20)].
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VA

Figura 4.38: Volumen del sélido revolucién: Disco rebanada

Definicién 4.10 (Volumen de sélidos de revolucién:Rotacién eje X) Dada la
funcion y = f(x) continua e integrable en el intervalo [a,b], el volumen de un sdlido
revolucion se generan a partir de regiones planas de rotacion alrededor del eje X, los
discos de tipo arandelas son secciones de drea transversal de radio f(x) = R funcion
continua e integrable sobre el intervalo [a,b] y que el eje sea X . La aproximacion del
volumen de solido de revolucion es la suma de elementos diferenciales de volumen del
producto de dreas elementales y la base, estos pueden ser discos o cilindros circulares

como sdlidos elementales, [10], [13], esto es la grdfica:

Figura 4.39: Volumen del sélido revolucién: Disco arandela

Ahora consideramos los n discos circulares de espesor Az, con radios iguales
f(cx) = R(cg) con k = 1,2,3,...,n entonces obtenemos el k- ésimo volumen del
disco circular denotado por:

AV (cy) = Aleg) - Az = mR?*(cx) - Azy. Si Azy = bra — 0 cuando n — oo entonces
tenemos el volumen aproximado. !

V = lim [rR*(c;) Ay + mR*(co) Az + - - - + TR*(cp) Ay
n—oo

n b
V = lim Z[WR2(ck)Axk] :/ TR (z)dx
k=1 @
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b
V = / 7R*(z)dx, el volumen de sélido revolucién de rotacién eje X.

=y

Ax,

Figura 4.40: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

Definicién 4.11 (Volumen de sélido revolucién: Rotacién eje Y) Dada una fun-
cion x = g(x) continua e integrable sobre el intervalo [c,d] y sea el eje Y, la rotacion
del solido revolucion sea respecto al eje Y. Los discos de tipo arandelas son secciones
de drea transversal de radio g(x) = R funcion continua e integrable sobre el intervalo
le,d] y que el eje sea Y. La aproximacion del volumen de solido de revolucion es la
suma de elementos diferenciales de volumen del producto de dreas elementales y la
base, estos pueden ser discos o cilindros circulares como sélidos elementales, [4], [13],

esto es la grdfica.

Sean los n discos o arandelas circulares de espesor Ay y radio g(c¢x) = R(cx) con
k=1,2,3,...,n entonces obtenemos el k-ésimo volumen diferencial del disco circular
denostado por:
AV (cy) = Aler). Ay, = mR?(cy,). Ayp. Si Ay = d-c — 0 cuando n — oo entonces
tenemos el volumen aproximado. !

V = lim[rR*(c;)Ay; + mR*(c2)Ays + - - - + TR* () Ay,

n—00
n

b
V = lim Z[WR2(ck)Ayk]=/ TR*(y)dy
k=1 “

d
Vo= [ Ry

el volumen de sélido revolucién de rotacion eje Y.
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4.9. Meétodo de arandela para dos funciones

Definicién 4.12 (Volumen de sélido revolucién: Rotacién eje X) Sean las fun-
ciones f, g : [a,b] — R continuas e integrables sobre el intervalo |a,b] con la condicion
f(z) > g(x) para todo x € [a,b],la region plana limitada por estas curvas y las rectas

x =a, x = b tiene rotacion al rededor del eje X, [4], [15].

Al construir el volumen del solido revolucién generada de la region plana al girar
respecto al eje X, tenemos un sélido revoluciéon que no toca o no cruza el de rota-
cion al eje X, mas bien tiene un agujero paralelo al eje X. Entonces las secciones
transversales de discos circulares son perpendiculares al eje de rotacion las arandelas

y mostramos la representacion grafica.

F'ﬁ/ B
g |

Figura 4.41: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

Al considerar ahora las n arandelas circulares de espesor Ax;, esto es:

A(cr) = m[R?(cx) —12(c)] con k = 1,2,3,...,n cuyos radios son funciones integrables
y continuas sobre el intervalo [a,b], R?(c;) — r%(cj,) muestra un agujero al rededor del
eje X. El volumen del sélido revolucién para el k-ésimo arandela circular es:

AV (cy) = w[R*(c) — r*(c)].Axy, con k = 1,2,3, ..., n, hacemos suma infinita de todo
los elementos diferenciales de volumen huecos, para ello consideramos arandelas muy
finas o delgadas para una buena aproximacién del volumen total. El volumen del soli-
do revolucion por medio de arandelas circulares se define como el limite de la suma

infinita de estos elementos diferenciales de volumen, y esto es:

Calculo I y 11




286 4.9. Método de arandela para dos funciones

Si AV (Cy) = A(cg).Azy = w[R*(c) — r*(ck)]-Axy,

b—a
Az, = —— — 0 cuando n — 00
n

Mostramos el gréafico del sélido revolucién de la regién plana respecto al eje X,

mediante método de arandelas.

Vi
fle)
g(ce) x
-

Figura 4.42: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

AV = lim [7[R*(c1) —7*(cp)| Az +7[R*(co) — 12 ()| Amg+- - -+7[R*(c,) — 17 (cx )| Ay,

n—o0

Vo= lim > w R (er) — r* ()] Ay = / T[R*(z) — r*(x)]da

b
V = /W[RQ(x)—r2(x)]dx

el volumen de sélido revolucién de rotacion eje X, para dos funciones.

Definicién 4.13 (Volumen de sélido revolucién: Rotacion eje Y) Sean las fun-
ciones f, g : [c,d] — R continuas e integrables sobre el intervalo [c,d] con la condicién
f(y) > g(y) para todo y € [c,d], la region plana limitada por estas curvas y las rectas
y = ¢, y = d tiene rotacion al rededor del eje Y, [4], [13].
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Al construir el volumen del solido revolucién generada de la region plana al girar
respecto al eje Y, tenemos un sélido revolucién que no toca o no cruza el de rotacién al
eje Y, mas bien tiene un agujero paralelo al eje Y entonces las secciones transversales
de discos circulares son perpendiculares al eje de rotacién las arandelas. El volumen
del sélido revolucién por medio de arandelas circulares y se como la suma infinita de

d —

estos discos circulares de grosor o espesor iguales Ay, = S — 0 cuando n — oo.
n

Si AV(Ck) = A(ck)Ayk = W[RQ(Ck) — r2(ck)].Ayk

Vo= lim [7[R*(er) — r*(c)]Ays + 7[R (c2) — r*(ci)| Az + -+ + 7[R (cn) — r%(cr)] Ay

n—oo

n

Vo=l Y lRa) - Pelan = [ rlR) - )l

k=1

d
. / TR (y) — (y)dy

el volumen de sélido revolucién de rotacion eje Y para dos funciones.

Ejemplo 4.9.1 Halle el volumen de un solido revolucion que resulta de hacer girar
la region plana al rededor al eje Y, limitada por la curva C:y = 32 y las rectas

xr =0, y =28, que representa una copa de cristal.
Solucion:

1. Hagamos la representacién de la region plana y luego rotamos al rededor del eje

Y y resulta:

Figura 4.43: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje Y

Vemos del grafico las secciones de areas transversales son perpendiculares al eje

de la rotacion los discos o las arandelas circulares de radio r = x y altura h = y.
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Entonces el volumen del sélido revoluciéon por medio de todos las arandelas
cilindricas como la suma infinita de estos discos de elementos diferenciales de
volumen y esto es:

AV = 7r¥(cy). Ay con k=1,2,3,...,n

Hacemos cambio de variable de integraciéon z = 0 entonces y =0y y =8 y la

variable z = g(y) = i’/g = r esto es el radio de la copa.

2. Hallamos el volumen de la copa de cristal, utilizando la definicién de integral

definida para sélidos de revolucién del tipo Ry

n

8
V = lim Z[WRQ(ck)Ayk]:/ rx’dy
n—oo
k=1 0

B 8
1.442
V = /7T332dy:0,481/ y2/3dy = - y5/3’g
0 0

1.442
y5/3|8

8
V = 0.481/ y*3dy = o = 9.245 metros cubicos
0

Ejemplo 4.9.2 Halle el volumen del solido revolucion al girar la region plana alre-
dedor del eje X limitada por la curva y = 3x% cony > 0 y las rectas y =0, y = 12 el

solido revolucion es una copa de cobre.

Solucion:

1. Representacion grafica de la region plana al rededor del eje X y muestra un

solido revolucién de forma.

Figura 4.44: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X
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Establecemos elemento diferencial de volumen infinitesimal para el sélido de
revolucién.

AV = mr?(c). Az con k =1,2,3,...,n

Hacemos cambio de variable de integracién y = 0 entonces x = 0, si y = 12
entonces r = 2; la variable radio es funcién de r = f(z) = 3z* esto es el radio

de la copa.

2. Hallamos el volumen de la copa de cobre, utilizando la definiciéon de integral

definida para sélidos de revolucién del tipo Ry.
n 2
vV = nlggo ;[WR2(C,€)A$;€] = /0 myde
=1

2 2
9
vV = / 7ry2dx:97r/ rtdr = iz513
0 0 5

9
V = 57T 2°|2 = 57.67 metros ciibicos
Ejemplo 4.9.3 Halle el volumen del solido revolucion al girar la region plana al
rededor del eje X, limitada por las curvas y = x> — 6x + 11 y las rectas v = 0, x = 6.

Solucion:

Vemos el radio del sélido revolucién r = f(z) = (z — 3)? + 2

e \\ |

Figura 4.45: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

Hacemos cambio de variable y limites de integracién, sea u = z — 3 entonces
du=dx, zo = -3, 21 =3
Utilizamos la férmula de integral definida para hallar volumen de sélido revolucion
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respecto al eje X y esto es:

Vo= /OGWfQ(gg)dac:/Oﬁﬁ[(x—3)2+2]2dx

6 3 3
V = /ﬂ[(x—3)2+2]2dm:/ 7T[22+2]2d22/ w2t 4+ 422 + 4)dz
0

-3 -3
3 25 423
V = / 7T[z4+222+4]dz: [—+—+422]|313
L 5 3
25 473 3

VvV = [3 + 5 + 4z2]|73 = 193.57 unidades cibicas

Ejemplo 4.9.4 Halle le volumen del volumen revolucion al girar la region plana al-
rededor del eje Y, limitada por las curvas C: x = y* — 4y + 7, y la recta x = 12 que

representa una veta de mineral de plomo en la ciudad de Cusco.

Solucién:

La representacion grafica del sélido revolucion respecto al eje Y es:

Ya

5
: -.HHM T !_d_,_.-- :
L dy D (x. (%))
: e :
| - r :
: o — > T, 1'7 PI
— e

-1

Figura 4.46: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje Y

Hallemos los puntos de interseccién de la curva o = y? — 4y + 7 = 12 entonces

resolviendo la ecuacién de segundo grado tenemos y* —4y —5 =0,y = —1, y = 5.
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Ademds cambio de variable de integracion g(y) = y*> —4y+7 = (y — 2)*+ 3, du = dy.

5 5
vV = / 7% (y)dy = / 7y —2)* +3)°dy, z=1vy — 2 entonces z+2 =y

1 -1

Vo= /_5 ml(y —2)% + 3dy = /3 wl2? + 3Pdz = /3 w2+ 62° + 9)dz

1 -3 -3

3 5
vV = / Tzt +62° + 9)dz = % +22% + 922,
-3

5
V = % +22° 4+ 92]% , = 259.27 metros ciibicos

Ejemplo 4.9.5 Halle el volumen del solido revolucion al girar la region plana al

1 3
rededor del z, limitada por las curvas Ci:y =1+ Z(m —3)?, Cy:y=3— g(x -3y

las rectas © = 1.5 y x = 4.5, el sélido revolucion representa un pozo de petréleo en la

ciudad de Puerto Maldonado en m3.

Solucién:

Hagamos cambio de variable de integracién z = x — 3 entonces dr = dz,tenemos lo
1

siguiente 14+ ~2% = 3— =22 resolviendo la ecuacién de segundo grado resulta z = £2.3,

4 8
la representacion grafica del pozo de petrodleo es:

YA
f(x)
g(x) . X
1.5 Iy 5
dx

Figura 4.47: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

Utilizamos la integral definida para calcular el volumen sélido revolucién esta-

blecida por dos curvas, f(z) e g(x) con la condicién f(x) > g(x) siendo el radio la
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funcién R* = f?(x) — g*(x) y esto es:
b

V = / 7[f*(z) — ¢*(x)]dx con ¥ — 3 = z entonces dv = dz con z = —1.5 hasta z = 1.5
4.5 4.5 1 1

Vo= [ Al - fwlde= [ el - 377 - 6 glo - 37ds
1

.5 1.5 4 8

1.5 1 1
Vo= / A1+ 1222 = 3 - Ly
~15 4 8

15 2 4 5 3
—512 + 802° 4 3z T 3z 80z
V = dz = —[— + —— — 5122]|1
7r/_1.5 ol 2 64[ 3 + 3 2]157 5

325 8023
6”—4[% + TZ — 5122]|1%, = 21.04

metros cibicas de petréleo hay en el pozo en la ciudad de Puerto Maldonado.

Ejemplo 4.9.6 Halle el volumen del solido revolucion que resulta hacer girar la re-
gion plana al rededor del eje Y, limitada por las curvas Cy: y*> = 12z, Cy: y = 2,

C5: x = 3, el solido revolucion representa estanque de agua subterranea.

Solucion:

Representacion grafica del pozo de agua subterranea es:

Figura 4.48: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje Y

Hallamos los puntos de interseccién entre las curvas dadas y?> = 12z entonces

4x% = 12z resolviendo la ecuacién de segundo grado resulta, © = 0 y = 3; luego el
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radio es funcién variable r?(z) = (3 — z1)? — (3 — 23)%

vV o= /0 7r[f2(y) o g2(y)]dy = /0 71'[(3 - %)2 - (3 - %)2](1?/

6 3 6 7
V = / m[3y — — + =—]dy = / ——[432y — 108y* + y*]dy
; o 144

V = /6”[432 108y? + y']dy = — [216> 363+y5}|6
= ) T v+ yldy = 17216y v + =l

y5

i[2163/2 — 36y° + Eﬂg = 1555.1 metros cubicos de agua subterranea.

144
Ejemplo 4.9.7 Halle el volumen del solido revolucion que resulta de hacer girar al-
rededor del eje X, limitada por la curva 3 = y*(3 — x) y las rectas x = 1, v = 2, el

solido revolucion representa una proveta de laboratorio.

Solucion:

La representacion del sélido revolucién es:

Wil

-

v

| ]

Figura 4.49: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

2 2 .3
V = /mfdx:/ T dx
1 TR

2 3 2
2
vV = /7r ’ dac:—ﬂ/[$2+3x+9+ 73]dac
1 1

3—w T —
? 27 5 32
Vo= —W/[a:2+3a:+9+ Jdr = —7[= + o + 92 + 27 In(z — 3)] 2
1 z—3 3 2
3 322 ) . -
V = —W[E + - + 9z + 27 In(x — 3)]|] = —7[15.833 — 27 % In(2)] = 2.887 unidades cubicas
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Ejemplo 4.9.8 Halle el volumen del solido revolucion que resulta de hacer girar la
region plana al rededor del eje X, limitada por las curvas Cy:y = 3 — 2%, C — 2:
y = 22,

Solucién:

Hallemos los puntos de interseccién de las curvas y resulta 222 = 3 — 2% entonces
?2=1z==+1

Utilizamos la integral definida para calcular el volumen del sélido de revolucion de
tipo Rx,

v o= / 7[f2() - ¢ (@))de = / (3 - 22)? — (22%))da

1 -1

Vo= ﬁ/_l [(3—x2)2—(2x2)2]d:c:7r/1 9~ 627 — 32"de

1 -1

! 3z°
V = 7r/ [9 — 622 — 32%]dr = 7[92 — 227 — ?]]1_1
-1

4
V = FQ1)-F(-1)= w% = 12.87unidades ctibicas.

Figura 4.50: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

Ejemplo 4.9.9 Halle el volumen del solido revolucion de hacer girar la region plana

al rededor del eje Y, limitada por las curvas y =5 — 322 yy = —a% + 322,

Solucién:
Representacion grafica del sélido revolucién, de hacer girar la regién plana al rededor
del eje Y y es:
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ok

B e (. O DN

-— |

e E—-—

SO -

e )

—0.85 X dx ]

Figura 4.51: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje Y

Sea elemento diferencial de volumen de un sélido revolucién sea AV = 271 (y, —
y1)Az, donde el perimetro de la base de cilindro p = 277 y radio del cilindro r = z.
Hallamos los puntos de interseccién de las curvas establecidas 5 — 32? = —a® + 322
entonces 23 — 622 +5 = 0 resolviendo la ecuacién de tercer grado tenemos x = —0.854,
r =1, x = 5.854 y utilizamos la integral definida para calcular el volumen del sélido

revolucion.

1
V = 27?/ rlys — y1)dx

0.85
1

Vo= /_ " omal(5— 34%) — (—a® + 347 = 21 / (o(a® — 622 + 5)]da

0.85 —0.85
1 5 4 2
3 5
vV = 27r/ (:B4—6.:E3+5a:)d$:27r[x__i+i]
~0.85 5 2 2

5 34 52
Vz%ﬂ—i+%

5 5 ]|1_0.85 = 0.537 unidades ctbicas.

Ejemplo 4.9.10 Halle el volumen del solido revolucion generado por la region plana
limitada por la plana y limitada por las curvas y* — 4y = 4z, y = 1.63x + 2.2 , las

rectas x = —1, x = 2, la rotacion sea el eje X.

Solucién:

Hallamos los puntos de interseccién entre las curvas dadas, si y = 2 4+ 2z + 1 en-
tonces y? — 4y = 7163(_2'2 + y) resolviendo la ecuacién resulta y = 5.46, y = 1.01,
mientras los valores de la variable x son: v = —1, x = —0.74, x = 2.

La representacion grafica del sélido revolucion de la region plana que gira al rededor

Calculo I y 11




296 4.9. Método de arandela para dos funciones

1
U

—_—

del eje X.

L J
i

dx

Figura 4.52: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

v /'wf aﬂmna/wﬂwu%m—g%@wx+/a 72 (z) — A (@)]da

1 —0.74

v _ wnm+/ w2 (@) — 2 (a)]dz = Vi + Vi

—0.74

~0.74
Vi = / m[(2+2Vr +1)% — (2 — 2z + 1)*|dz, z = 2 + 1 entonces dr = dz,z = 0,2 = 0.26

Vi = [(2+2v2)? — (2 — 2v/2)%]d=

o\

020 32
i = / 167/ 2dz = Tz3/2]8'26 = 1.4147 unidades cubicas
0

Va = /2 T[(2 4+ 2Vr +1)* — (2.2 + 1.632))dzx
Vy = /3 m[(2 4+ 2v2)? — (2.2 4+ 1.63(2 — 1))*]dz

3
Vy = / 7[3.67 + 8y/z + 2.142 — 2.662%]d>
0.26

Vo = m[3.672+5.332%% 4 1.072% — 0.882°]|3 5 = 21.47 unidades ciibicas

El volumen total del sélido es: V = V| + V5 = 22.2 unidades cubicas
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Ejemplo 4.9.11 Halle el volumen del solido de revolucion de hacer girar la region
plana al rededor del eje Y, limitado por las curvas Ci: y = —2x% + 3z + 5, Cy:
y =222+ 3z y las rectas v = 0, y = 5.9 para v = 1.1.

Solucion:

Representacion grafica del solido revolucién respecto al eje Y, esto es:

(1.1,5.9)

1.1

Figura 4.53: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje Y

Si z = 0 entonces y = 5, si x = 1.1 entonces y = 5.9 ademas y = 0, utilizamos la

integral definida de tipo Ry.

v = /0 7r[f2(y)—92(1/)]dy=/0 7T[fQ(y)—f(y)]dyju/g)' T[f2(y) — ¢ (y)]dy

59 34 /49 F 8y 11
Vo= [ = [ el -2l
5.9 3 49 8 1.1
Vo= / (22O V4+y)2dy _ / (24 + 32)? — 25]dx
0 0
5.9 2 /4 4 1.1
V = / il 9+ Z—i_ Sy + ydy—/ w4zt + 122° 4 927 — 25]dx
0 0

29y /(49 + 8y)3 2 4a®
Vo= al=r ( = v) + L0 — (- + 30t + 32" — 250)|f)

V= 7[59.57 + 17.83] = 77.4xw unidades cibicas

Ejemplo 4.9.12 Halle el volumen del solido revolucion al hacer girar la region plana
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al rededor del eje Y, limitada por las curvas Cy:y = x® — 3z, Cy: y = —a® + 5z que

representa un cofre de oro.

Solucion:

La representaciéon grafica del cofre de oro, limitada por las curvas dadas, esto es:

Figura 4.54: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje Y

Utilizamos la integral definida para calcular el volumen del sélido revolucién con

limites de integracion y = —2.2 a y = 6.2.

Vo= [ arw - 6= [ 6+ VB - 6 T )y

—2.2 —2.

6.2
Vo= Z/ 32 — 8y + 101/25 — 4y — 61/9 + dy|dy

2.2

32 — 4" — 2/ — 4y~ VO + )%,

I I I N

[F(6.2) — F(—2.2)] = %(—152.01 +417.379) = 66.327 unidades cuibicas

Ejemplo 4.9.13 Halle el volumen del solido revolucion de hacer girar una region
plana al rededor del eje X, limitada por las curvas Cy:y =2 —a* y Cy:y = 1; el
solido representa el espesor del barril para extraer galones de petréleo de un pozo en

la ciudad de Iquitos.

Solucion:
Hallamos los puntos de interseccién de las curvas dadas C () C5 en la variable y esto
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es:

y =1 =2 — 2% entonces 2* = 1 resolviendo la ecuacién de cuarto grado y tiene las
raices * = —1 y x = 1 en unidades de metros y usamos la integral definida para
calcular el volumen del sélido revolucion de tipo Rx.

La representaciéon de barril para extraer petréleo del subsuelo, esto es:

Figura 4.55: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

Vo= /W[fQ(x)—f(x)]dx:/ w[(2 = 2")? — (1)*)dz

-1

Vo= /_1 (2 — 22 — (1)]dz — /1 TA— 2t 4o — 1]da

-1

1
vV = / 7[3 — 4a* + 2%]dz, uso de propiedades de integracion.
-1

> 208
Vo= e -4+ SN = F() - F(-1) = .

5
V = F(1)— F(—1) = 4.627r m? de espesor del barril para extraer petréleo del subsuelo.

Ejemplo 4.9.14 Halle el volumen de un solido revolucion de hacer girar la region
plana al rededor del eje Y limitada por las curvas Cy:y = 22, Cy: 2 =2, =5 y Cs;
y = 8. El solido revolucion representa el casco perimétrico de miles de metros ciubicos
de material noble (pared, piso, asientos circulares etc.) del estadio de Garcilaso de la

Vega en la ciudad del Cusco. Las variables x e y estan en la escala de 1000 metros
de los X, Y la unidad.
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Solucién:

Hallamos los puntos de interseccién de las curvas C; () Cy y resulta: © = 2 entonces
y = 4, ademas si x = 5 entonces y = 25, utilizamos la integral definida para calcular
el volumen del sélido revolucion de hacer girar alrededor del eje Y.

Presentamos el casco circular del estadio de Garcilaso de la Vega en la ciudad de

Cusco, esto es:

Figura 4.56: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

Vemos regiones de hacer girar respecto al eje Y entonces Vi =V} + V5.
4 25
Vo= / [ f*(y) — ¢*(v)ldy +/ ©[f*(y) — ¢*(v)ldy
2 4
4 25
Vo= [ rler - Ry [ Al - (vl
4 25
vV = / 7r21dy+/ (25 — y|dy
2 4

2
V o= m2ly|;+ 725y — %] e

V = 427+ TT{' = 262.57 miles de metros cibicos de material noble en el casco circular.

4.9.1. Ejercicios propuestos

1. Halle el volumen del sélido revolucién al hacer girar la region plana al rededor
del eje X, limitada por las curvas Ci: y = 22 —4a — 2, Cy: y = 3 — 22 y las
rectas ¢ = —1.5 y X = 3.5, la figura de mostrada.
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Respuesta: 3947 unidades cubicas.

Figura 4.57: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

2. Halle el volumen del sélido revolucién al hacer girar la region plana alrededor
del eje X limitada por las curvas Ci: y = 23 — 3z + 4, Cy: y = 22, que repre-
senta una copa de cobre, para una ceremonia de aniversario de una Institucién

Agropecuaria.

\4

Figura 4.58: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

3. Halle el volumen revolucién al hacer girar la region plana alrededor del eje X,
limitada por las curvas y = 22 — 3z, y = —2? + 5z v las rectas = 0, x = —3.5,

el solido representa un cobre de hierro galvanizado para un mostrario.

4. Halle el volumen del sélido revolucion al hacer girar la region plana alrededor
del eje X, limitada por la curva y = 23 — 4, y las rectas x = 2, v = —1.
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Figura 4.59: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

5. Halle el volumen del sélido revolucién al hacer girar la region plana al rededor
del eje Y, limitada por las curvas C;: y = 222 +2x — 3, Cy: y = 22 + 1 y la recta
y = 2, la figura de mostrada.

Respuesta: 22.57 unidades ctibicas.

"I’,'
p=2x"+2x-2 ] T

; ) (1,2)
A I3
N /o
AT . Soy=xtel
! \\ : Il P
: kY ,. ': _______ y 7 (’]‘-l :
| iy 7 1.7 |
| R LT — !
! :‘\ '/ ! X

-3 _2 . = T

- 1=123 !

Figura 4.60: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje Y

6. Halle el volumen del sélido revolucion que resulta de hacer girar la region plana
alrededor del eje Y, limitada por la curva y = 323 y las rectas y = 24, x = 0,

que representa una copa de plomo.

7. Calcule el volumen del sélido revolucién de hacer girar la regiéon plana alrededor
del eje X, limitado por las curvas Cy: y = —32% + 6z, Cy: y = 2% — 2° y las
rectas r = 0 hasta x = 1.64.

Respuesta: 13.27 unidades cubicas.
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Figura 4.61: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

8. Halle el volumen del sélido revolucién al hacer girar la region plana alrededor
del eje X, limitada por las curvas y = 2% + 3z% + 2, y = 22% 4 10 y las rectas

xr = —1, x = 1. Respuesta: 1807 unidades ctibicas

Figura 4.62: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

9. Halle el volumen del sélido revolucion de hacer girar la region plana alrededor
del eje Y, limitada por la curvas y = —3x% + 9, y la recta x = 0.
Respuesta:148.81

10. Halle el sélido revolucién de una region plana limitada por las curvas Ci: y? =
9z y las rectas ¢ = 1, x = 3 y que gira al rededor de la recta y = 2. El
solido revolucién representa un trofeo de premio en un encuentro deportivo en
la comunidad de La Joya en la ciudad de Puerto Maldonado, cuya representacién

grafica en lo siguiente. Respuesta V' = 33 unidades ctbicas.
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e
dy_,é ==
y =
T
By ﬁfﬁ/
—1.5

Figura 4.63: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

Figura 4.64: Volumen del sélido revolucién:Rotacion eje X

11. Halle el volumen revoluciéon de una regiéon plano limitada por las curvas C:

y=1+2x —2? ylarectay = x — 1, las variables de x e y estan en la escala

de 1 cm y el sélido revolucion gira al rededor de la recta y = —2, puesto que el

solido representa un cofre de cobre para guardar joyas de oro. La representacion

108 :
grafica del cofre se muestra y la respuesta V' = = centimetros cubicas.

Figura 4.65: Volumen del sélido revolucién:Rotacién eje X
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Capitulo 5
Geometria analitica tridimensional

Pre-Requisitos.- Para la comprension adecuada de este tema de superficies, se

requiere de los conocimientos previos de.

» Elementos de geometria plana: rectas, circunferencias, conicas, etc.

= Elementos de geometria del espacio: planos, secciones planas de un cuerpo, etc.

Objetivos.- Al finalizar del estudio de este capitulo el alumno debe ser capaz de:

» Estudiar algunos aspectos sobre la naturaleza algebraica del espacio tridimen-
sional, que serd nuestro anfitrién durante el desarrollo de toda la obra insistiendo

en la gran riqueza geométrica, la cual puede ser visualizada

= Brindar algunos conceptos importantes del algebra lineal que nos ayudaran
en su momento a tener un lenguaje adecuado para entender varios temas que
aparecen en el estudio del calculo de las funciones cuyo dominio y/o codominio

estan en el espacio R?

= Establecer los fundamentos necesarios para el trazado de planos y rectas en el

espacio R?, respecto a un sistema de coordenadas

5.1. El espacio vectorial IR’

Considerando el conjunto de todas las ternas ordenadas de ntimeros reales, que
denotaremos por IR? (y leemos “erre tres”)
R3 - {(1'17 X9, xS)/xl7 Lo, T3 € R}
305



306 5.1. El espacio vectorial IR’

A cada uno de los ntimeros reales x1, T, 3 que conforman la terna (zy, z9, r3) € R,
se le llama componentes o coordenadas de la terna correspondiente. Las ternas que
constituyen el conjunto R?® son ordenadas. De hecho, dos ternas de R? se dicen ser

iguales, cuando todas y cada una de sus coordenadas son iguales. Es decir que
(T1, 22, 23) = (Y1, 42, 43) == wi =y, 1=12,3

Un hecho de fundamental importancia en el conjunto IR* es que podemos definir en
él dos operaciones entre sus elementos, las cuales cumplen con ciertas propiedades
que veremos a continuacion. Este hecho hace que tal conjunto tenga una estructura
algebraica llamada espacio vectorial y que por lo tanto, nos podamos referir a él no

s6lo como el “conjunto R?*”. Las operaciones que definimos en IR? son:

Suma de ternas ordenadas

Si (21,22, 73), (Y1, Y2, y3) son dos elementos de IR?, definimos su suma, denotada

por (ZL’l, T2, I?’) + (yh Y2, y3)7 €como

(21, T2, 23) + (Y1, Y2, y3) = (01 + Y1, T2 + Y2, T3 + Y3)

Producto de una terna ordenada por un escalar

Si (x1, e, x3) es un elemento de R? y ¢ es un numero real. El producto de la terna

(1, o, x3) por el escalar ¢, denotada por c(xy, za, x3), se define como
C(Il) T, x3) = (Cxla Cx3, Cl‘3)

Es fécil verificar que estas operaciones entre los elementos de R? cumplen con las

propiedades siguientes:

1. La suma es conmutativa, es decir
(1, 22, 23) + (Y1, Y2, Y3) = (Y1, Y2, y3) + (21, T2, T3)
2. La suma es asociativa, es decir

(331,]}2,.T3) + [(?/1792793) + (217227 Z3>] = [(l’l,l‘g,l‘g) + (y17y27y3)} + (217 Z27Z3)
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3. Existen un elemento en IR?, llamado cero, que actia de manera neutra para la

suma, lo denotaremos por 0. Es decir 0 = (0,0,0) € R? y se tiene
(.ﬁUl, T, x?)) + (07 07 O) = (‘rla Zo, .ZU3)

4. Cada terna de IR? tiene un “inverso aditivo”, el cual es un elemento de R® que
tiene la propiedad de que, sumado con la terna original produce cero (el cero de

IR?). De hecho, el inverso aditivo de (x1, 22, 23) es (—x1, —T3, —23), puesto que
(r1, 9, 23) + (—x1, —22, —23) = (0,0,0)
5. Si A es un escalar, se tiene
M(1, 29, 23) + (Y1, Y2, y3)] = AM@1, 02, 3) + A1, Yo, ¥3)
6. Si A y p son escalares, se tiene
(A + p)(z1, m9, x3) = M1, T2, 23) + (X1, T2, 3)
7. Si Ay p son escalares, se tiene
(Aw) (21, 22, 23) = A1, w2, w3)] = p[Ma1, 22, 23)]

8. 1(z1, 29, 3) = (21,22, 3)

Asi, el conjunto R? se convierte en un espacio vectorial con las operaciones que en él
hemos definido. De aqui en adelante nos referiremos a R?® como el “espacio R*” y a

sus elementos (las ternas ordenadas) como “vectores”.

Definicién 5.1 Un conjunto V no vacio de una operacion interna suma y una ope-
racion externa del producto de un elemento del conjunto V por un escalar del cuerpo

R, se dice que tiene una estructura de IR espacio vectorial si verifican las siguientes
propiedades, [9],[22]:

Para la suma en IR.

1. Asociativa
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2. conmutativa
3. Existencia del elemento neutro aditivo O
4. Elemento Opuesto

Para el producto por un escalar de IR.

1. Distributiva respecto de la suma de vectores

2. Distributiva respecto a la suma de escalares

3. Seudoasociativa

4. Existencia del elemento unidad que se denotara 1.

Representacion de un vector tridimensional

Figura 5.1: Vectores en R?

Resta de un vector tridimensional

La resta de vectores en R?, digamos x — y, se define como

x—y=x+(-y)

Visualizar geométricamente el espacio R?®. En efecto, dado un vector v, podemos
ver a éste como el punto correspondiente del espacio tridimensional que tiene por-
coordenadas a las coordenadas de v. Otro modo de ver o analizar en comportamiento

vectorial es como una flecha que parte del origen de coordenadas y llega al punto en
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cuestién. Mas aun, toda “flecha” en el espacio, puede ser pensada como un vector de
R®. En efecto, supongamos que la flecha tiene su inicio en el punto p y su final en
el punto q. A ella asociamos el vector v = p — q. Es facil ver que la flecha asociada
a este vector v, que parte del origen y llega al punto q — p, es “equivalente” (en el
sentido del movimiento rigidos) a la flecha original que partia de p y llegaba a q

Es interesante notar que las operaciones definidas en el espacio R? pueden ser
visualizadas, al igual que algunas de las propiedades de ellas, con la ayuda de las
versiones geométricas (las flechas) de los vectores. En efecto, se puede ver facilmente
que la suma de vectores no es mas que la “regla del paralelogramo” conocida en el

manejo de flechas (“vectores geométricos”) como se muestra en la figura 5.2

u_ utv

>
\4

Figura 5.2: La suma de vectores

La operacién de resta de vectores, digamos x — y, equivale a tomar el vector (la
flecha) que comienza en el punto y y termina en el punto x como se muestra en la

figura 5.3

X-y

Figura 5.3: La resta de vectores

Con la ayuda de la figura 5.4, queda clara la propiedad asociativa de la suma de

vectores en el espacio.

Por otra parte; la multiplicacion del vector v por el escalar A produce un nuevo

vector A\v (del que diremos que es un “multiplo escalar” de v) que, conservando la
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Figura 5.4: Propiedad asosiativa de la suma

linea de accién de v, se alarga (si A > 1) o se contrae (si 0 < A < 1) manteniendo
la misma direccién de v, o invirtiendo tal direccién (si A < 0), como se ilustra en la

figura 5.5
vy (A1)
v

AV (1<<0)

AV (<0)

Figura 5.5: El producto del vector v por el escalar A

Dado un conjunto de vectores vy, ve, vy € R?, decimos que el vector v € R? es

una combinacién lineal de los vectores vy, vy, v3 si existen escalares c1, ¢o, c3 tales que
V = C1V] + CaVa + C3V3

Teorema 5.1.1 Sea S un subconjunto no vacio del espacio IR*. Entonces S es un

subespacio de IR® si y solamente si:
1. dados x, y € S, se tienex +y € S

2. dados x € S, c € R, se tiene cx € S

Ejemplo 5.1.1 FElvector (7,2,3) es combinacion lineal de los vectores (2,1,1), (2,1,0)
y (1,0,0)
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En efecto, (7,3,2) = ¢1(2,1,1) + ¢2(2,1,0) + ¢3(1,0,0)

2Cl+202+63:7
CI+C2:2 = 61:3, 02:—1,63:3

01:3

Entonces (7,2,3) = 3(2,1,1) — 1(2,1,0) + 3(1, 0, 0)

Definicién 5.2 Un conjunto de vectores vi,vs,vs € IR® se dice ser linealmente

independiente (abreviaremos L.1.) si la combinacion lineal
C1V] + CaVo + C3V3 = 0
Obliga a que todos los escalares c1, co, c3 sean ceros. Es decir, si se tiene la implicacion
C1Vvi+cave+c3va=0=c; =ca=c3=0

Caso contrario, se dice que son linealmente dependiente (abreviado L.D.). Es de-
cir, si se puede tener la combinacion lineal cyvy + cove + c3vy = 0 con no todos los

escalares ¢y, ca, c3 iguales a cero, [9], [22].

Se dice que un conjunto formado por 3 vectores vy, vy, vy € R? es una base de R?, si
) y V3 )

estos vectores son linealmente independientes.

1 = 1V1,Vy, V €S una base del es aclo entonces cada vector v Se
S , Vo, Vs base del R3, ent d t e R?

escribe como combinacién lineal (tinica) de los vectores de .

Los vectores vy, va, v € R? son una base de este espacio si y sélo si
wli 3 8]0
Ejemplo 5.1.2 Los vectores vi = (2,1,1), vo = (2,1,0) y vz = (1,0,0) forman una
base de IR®, puesto que ellos son L.1I., hecho que se deduce del valor no nulo del
2 21
det |1 1 0| =-1
100
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Ejemplo 5.1.3 Los vectores vi = (1,2,3), vo = (—1,—1,2), v3 = (1,3,8) no for-

man una base de IR® por que son L.D., ya que

1 -1 1
det | 2 —1 3| =0
3 2 8

5.2. Producto punto. Proyecciones

En el espacio R® podemos definir un tipo de producto entre sus elementos (los
vectores del espacio) con la cual este espacio se llena de una gran riqueza geométrica
que nos permita adentrarnos mas en la “esencia” misma de la naturaleza del él. Este
producto es el conocido “producto punto”, el cual no es mas que un tipo de “producto

interno” que se puede definir en un espacio vectorial en general.

Definicién 5.3 El producto punto en R® es una funcion - : R® x R® — IR que
a cada par de vectores x,y € IR* le asocia un nimero real x -y (llamado también

“producto de x - y”; se usa también la notacion (x,y)) dado por
Xy = T1Y1 + TaY2 + T3Y3
en el que x = (21,72,73), y = (Y1,Y2,¥3), [22].

Teorema 5.2.1 El producto puntox -y de dos vectores x,y € IR® tiene las siquientes

propiedades:
1. x-x20, x-x=0<x=0
2.X-y=y- X
3. (x+x) - y=x-y+x -y
4. (ex) -y =clx-y)

El teorema nos dice que el producto punto es una funcién definida positiva (propiedad
1), simétrica (propiedad 2), y lineal respecto de su primera variable (propiedad 3 y
4). Juntando este ultimo hecho, con la simetria del producto punto, concluimos que
éste es lineal también respecto de su segunda variable, de modo que es entonces una

funcién bilineal.
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Teorema 5.2.2 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sean x,y dos vectores cua-

lesquiera en IR®. Entonces

(x-y)?<(x- %)y y)
Definicién 5.4 Se dice que los vectores X,y € IR® son ortogonales six -y = 0.

Segtin esta definicién, el vector 0 € R? es ortogonal a cualquier vector x € R?, pues
es claro que 0 - y = 0, Vy € R®. M4s atin, es el vector cero el tnico de R? con esta

propiedad, [9].

Ejemplo 5.2.1 Sea u = (1,—1,2), el conjunto de vectores v € IR® ortogonales a u

estd formado por los vectores v .= (x,y,z) de modo queu - v=x—y+22 =0

La ecuacion x — y + 2z = 0 representa geométricamente un plano que pasa por el

origen.

Un conjunto de vectores vq, v, v en IR? se dice ser ortogonal si tomados dos a

dos, estos son ortogonales.

Pasaremos ahora a discutir el importante concepto de proyeccion de un vector
sobre otro. Sean x,y dos vectores en R® (x # 0). Tomemos la proyeccién ortogonal
del vector y sobre el vector x. Denotemos por u a este vector proyeccién (usaremos

también la notacién PRy_,x)

\’

u=Ax= Pﬁy x

Figura 5.6: La proyeccion ortogonal del vector y sobre el vector x

Es claro que el vector u es multiplo escalar del vector x. Es decir, existe A € R tal
que u = Ax. Obsérvese ademas que el vector v =y — u es un vector ortogonal a x.
Entonces (y —u) - x = 0, o bien (y — Ax) - x = 0, de donde, usando las propiedades
de linealidad del producto punto, obtenemos que

A=Y X
X - X
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y asi la proyeccién de y sobre x es el vector

PRy = >——x
X X

Ejemplo 5.2.2 Si los vectores x y'y son ortogonales, geométricamente es claro que
PR, _,x y PRy, son iguales (al vector) cero, lo cual se puede ver también de la
férmula para la proyeccion ortogonal, pues x -y = 0. También, si x = (1, xs,23)
es un vector cualquiera de IR y e; es el i-ésimo vector de la base candnica de IR,

entonces, puesto que X - €; = x; y€; - € = 1, se tiene

X - €

PRx—>ei =

e, = I;€e;
e, €

como era de esperarse.

5.3. Norma y distancia

Definicién 5.5 Definimos la norma (de modo mds preciso, la norma euclidiana) de

un vector x € IR?, denotada por ||x||, como
x| = vx - x
9], [22].

En concreto, si x = (21, x9, x3), se tiene

|x]| = /2% + 35 + 23

Diremos que el vector x es unitario si ||x|| = 1. Obsérvese que los vectores e; = (1,0, 0)
62 = (0,1,0) y e3 = (0,0,1). La nocién de norma de un vector, nos da una medida

del “tamano” del vector.

Teorema 5.3.1 Sea x,y vectores de IR, y ¢ un nimero real se tiene
1. x| >0, [|[x|| =0«<=x=0
2. [lex|| = Jel[Ix]]

3. x+yl < x| + ||yl (desigualdad triangular)
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y

>
X

Figura 5.7: El angulo # entre los vectores x,y

Definicién 5.6 Introducimos el concepto de dngulo entre dos vectores en IR®. En
efecto, sean x,y € IR® dos vectores no nulos, como el produto interior de los vectores
y divididos por los modulos de los mismos, resultando reales o nulos y el dngulo

estd compredida en el intervalo 0 < 0 < 27, Figura 5.7.

De la figura 5.7 es inmediato que el angulo 6 que forman x y y es tal que

Ix -yl
PRy« = :
cosg — PRyl T Ix Y\, Xx£0, y£0
Iyl Iyl [x[llyll
g = arccosﬁ, 0<o<nr
[yl

Ley de cosenos

Si calculamos directamente el cuadrado, de la norma de vector diferencia x — y,

Il = ylI* = [IxII* + lyll* = 2[I[lly]| cos

Figura 5.8: Ley de los cosenos

obtenemos

Ix-yl* = x-y) (x-y)
= X X—2X-y+y-y
= [IxII* + llylI* = 2lIx[l[|y]l cos 0
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La cual no es més que la versién (generalizada) para vectores en R? de la conocida

“ley de los cosenos” que se estudia en los cursos de trigonometria elemental
Distancia entre dos vectores

Estudiemos ahora el concepto de distancia entre dos vectores en R*. Dados x,y € R?,

definimos la distancia entre x y y, denotada por d(x,y), como

d(x,y) =[x -yl

Esquematicamente se tiene.

(x,y)=lx-yll

)

Figura 5.9: Distancia entre x y y

0
2.

Si x = (x1,22,73), Y = (y1,Y2,Yy3) , entonces se tiene

d(x,y) = /(&1 = 91)? + (22 — 42)? + (23 — y3)?
Teorema 5.3.2 Sean x,y dos vectores cualesquiera en IR®. Se tiene
1. d(x,y) >0, dix,y) =0<=x=y
2. d(x,y) = d(y,x)
3. d(x,y) < d(x,z) +d(z,y), Vzc R
Ejemplo 5.3.1 La distancia entre el vector x = (2,3,1) y el vector y = (1,—1,2) es
a(x,y) = 12,3,1) = (1, ~1,2)]| = [[(1,4,~1)]| = VIS = 3v2

Ejemplo 5.3.2 Sean x,y dos vectores de IR® tales que ||x|| =4, ||y|| =5, |[x+y| =

7. Calculemos ||x — y]||
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Ix +yl* =[x +2x -y + ly[* = 49
16+2x -y +25 = 49

2x-y = 8

I — yII* = [Ix]I* = 2x - y + [ly[|* = 16 — 8 +-25 = 33

Entonces ||x — y|| = /33

5.4. El producto cruz en IR’

En esta seccién estudiaremos un nuevo producto entre vectores del espacio R? (ya
hemos considerado el producto punto entre estos vectores). Con el podremos estudiar
las ecuaciones de planos en IR?, junto con las ecuaciones de las rectas en R®. Una
diferencia fundamental de este nuevo producto que estudiaremos ahora, es que éste
serd un nuevo vector de R, mientras que el producto punto es, como sabemos, un

escalar

Definicién 5.7 Sean u = (11, 79,73) ¥y v = (y1,%2,y3) dos vectores de IR*. El pro-

ducto cruz de u con v, denotado por u X v, es el vector de IR® dado por

uxv = (IEQ?JS — X3Y2,T3Y1 — T1Y3,T1Y2 — 962?41)

= (x2y3 - x3y2)i + (x3y1 - $1y3)j + (131y2 - $2y1)k

_ T2 T3 i I T3 i+ L1 Izk
Y2 Ys Y1 Ys Y1 Yo
i j k

= | T2 X3
Yo Y2 Y3

Una de las propiedades fundamentales que caracterizan al vector u x v, es que

éste es perpendicular a ambos vectores u y v.

Maés aun, el vector u x v es un vector perpendicular a u y a v, y su direccién se

rige segun la “regla de la mano derecha”.
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Puesto que u x v = —v x u, se dice que el producto cruz es anticonmutativo.

Al igual que el producto punto, el producto cruz tiene un comportamiento lineal

respecto de sus dos variables con més precisién, se tiene, con u,u’,v,v' € R®*y A € R

(u+ M) xv = uxv+ (M) xv=uxv+Au xv)

ux (v+Av) = uxv+ux (AW)=uxv+Ai(uxv)

Obsérvese entonces que el producto cruz, al igual que el producto punto, es distribui-
do.

Para la norma del producto cruz de dos vectores u y v, se tiene
la x v = [[ul|[}v][sen &

Siendo 6 el angulo que forman los vectores u y v.

Si consideramos el paralelogramo cuyos lados son los vectores u y v, el drea que
este encierra se calcula como la base (la norma de uno de los vectores) por la altura,
la cual es la norma del otro vector multiplicada por el (valor absoluto del) seno del
angulo que forman los vectores figura (5.10). Entonces, segin la férmula mencionada,
el area del paralelogramo es justamente la norma del producto cruz de los vectores

que lo generan

base = |[|u|
altura = ||v||| send|
drea = (base)(altura)

= [ul[[[v]|[sen |

= Juxvl

Figura 5.10: Paralelogramo generado por los vectores uy v

Combinemos ahora el producto cruz de dos vectores con el producto punto. Dados
dos vectores v,w € R?, su producto cruz es un vector v x w € RR® con el que

podemos tomar el producto punto con otro vector u € R?, para formar asi el escalar
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u - (v X w). A éste se le conoce como triple producto (escalar) de los vectores u, v

y w. Siu=(21,22,23), v=(y1,%2,43) Yy W = (21, 22, 23), podemos escribir

Xy T2 X3
u-(Vvxw)=|y y y3 |=[uvw]
Z1 k9 Z3

El escalar resultante del triple producto escalar de los vectores u, v y w tiene
una interpretacién geométrica interesante: consideremos el paralelepipedo generado
por los tres vectores u,v,w (véase la figura 5.11) el cual tiene por el volumen V al
area A de su base multiplicada por su altura H. El area A de su base es el drea del
paralelogramo generado por los vectores v y w. Esta es, segin se vio anteriormente,
la norma ||v x w|| la altura del paralelepipedo se puede calcular como la norma de la
proyeccion del vector restante u sobre un vector perpendicular a v y a w. Entonces

el volumen del paralelepipedo es

Ved Helvxw] 2y ow)| = Jfuvw]|

[v > w

Volumen=|u - (v x w)|

w /
v

Figura 5.11: Paralelepipedo generado por los vectores u, vy w

Ejemplo 5.4.1 Consideremos los vectores i,j,k de la base candnica de IR® se tiene

ixj=k, jxk=1i kxi=]j. Esquemdticamente podemos pensar en un triangulo

VAN

El producto de cada uno de dos vértices (en el sentido indicado) es igual al tercer

como el siguiente

vértice.
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Ejemplo 5.4.2 Consideremos los vectores u = (1,2,3), v =(2,1,1), w = (1,1,1).

El triple producto escalar de estos vectores es

[uvw] =

e N

2 3
1 1|=0101+246)—3+4+1)=1
11

5.5. Rectas y planos en IR?

La intencién de esta seccion es familiarizarnos con algunos tipos importantes de
ecuaciones de planos y restas en el espacio IR", pues todos los conceptos diferencia-
bles del calculo que se estudiaran tendran su contenido geométrico al involucrar este
tipo de lugares geométricos de IR", los que son si duda alguna los mas simples que
existen. En el caso del plano R?, el lugar geométrico mds simple que existe es la recta.
Este es, por asi decirlo, el prototipo de comportamiento “simple” y “decente” propio
de una curva en el plano. La matematica involucrada en el estudio de estos “entes
lineales” del plano es sencilla y cristalina, todos los resultados son “faciles” de esta-
blecer alrededor de comportamientos lineales. Precisamente la intencién del calculo
(diferencial) es cambiar (localmente) el estudio de comportamientos “complicados” de
funciones por comportamientos lineales los cuales se tienen “bien estudiados”. Asi, a
una funcién y = f(z) (“comportamiento complicado de = con y”), se le asigna, en
un punto, una recta tangente (“comportamiento lineal que aproxima, a la funcién”)
cuyas propiedades no daran informacién de la funcién misma (en torno al punto en

cuestién)

5.5.1. Ecuacién del plano

Un plano P en R? queda completamente determinado si se conocen:
» Un punto Py = (20, v0, 20) por el que pasa (Py: “punto de paso”)

» Un vector normal a él, digamos n = (a,b,¢)(nLP, n # 0)
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n

PO-

Figura 5.12: Un planoP en R® que pasa por Py y tiene n como vector normal.

Asi pues, el plano P queda determinado como el lugar geométrico de aquellos

puntos P = (z,y, 2) de R? tales que

P .on- (P — P()) = O

P o oalx—x0) + by —yo) +c(z—20) =0

P ar+by+cz+ (—axg—byy—cz) =0

P ar+by+cz+d=0
Suponemos ahora que nos dan tres puntos por los que pasa el plano P, digamos P, =
(x1,11,21), Po = (22,2, 20), P3 = (x3,y3, 23). Estos tres puntos pueden determinar

el plano P de la siguiente manera

Figura 5.13: Plano determinado por tres puntos no colineales

P :uxv-(P-Py)=0

P o (P—Pl)((PQ—Pl)X(Pg—Pl)):O
r—or Y—4Yy1 z2—~%

P o:ilaom—a1 o=yt zo—21 | =0
T3 —T1 Ys—U1 <3— 2

Si el plano P : ax + by + cz +d = 0, d = 0, entonces el plano pasa por el origen de

coordenadas.
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Un plano P queda determinado completamente si se conocen : Un punto Py =

(0, Yo, 20) (Po: “punto de paso”) y dos vectores no paralelos A y B, es decir

P : P=Py+tA+rB, t,reR
P : (p—po)-AxB=0

= Dos planos son paralelos si y s6lo si sus vectores normales son paralelos (n; x
n,; = 0)

= Dos planos son secantes si y sélo si sus vectores normales son no paralelos
(n1 X 1Ny 7& O)

= Dos planos son perpendiculares si y solo si sus vectores normales son ortogonales

(n; - ny =0)

» Dos planos P;: (P —P1) -n; =0y Py: (P —Py) - ny = 0 son coincidentes si
ysélosiV:.n=0=V -ny=0ymn; || ng,donde V=Py,—Py.

= Dos planos Py : a1z + by +c1z+dy =0y Py i asx + boy + co2 4+ dy = 0 son
coincidentes si y sélo si

a by C1 dy

a2 by Co dy

= Kl dngulo diedro entre dos planos esta determinado por el dngulo entre sus

normales.

Ejemplo 5.5.1 Encuentrese un angulo entre los dos planos Py : dx +3y+2 =0y
Py:x+y—z=15

Resolucién.

Las normales son n; = (4,3,1) y ny = (1,1, —1) respectivamente. Si 6 es el angulo

entre los planos, entonces

n; -ny  4(1) +3(1) + 1(-1) 6
|1 [} V261/3 VT8
v 02 47°12 6 0 = 312°48'
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5.5.2. Ecuacidon de la recta
Para determinar una recta en el espacio es suficiente conocer

a) Un punto Py = (z0, yo, 20) por el cual pasa (Py: “punto de paso”)

b) Un vector V = (a, b, c) paralelo a la recta (V: “vector direccional”), V # 0

Figura 5.14: La recta

Asi pues, la recta £ queda determinada como el lugar geométrico de aquellos puntos
P = (z,y,2) de R? tales que

L:P=Py+tv, teR

llamada ecuacién paramétrica vectorial de la recta la en R?

Haciendo explicita esta condicion se tiene

T =xy+ ta
L:g y=y+tb ; teR

z=2zy+ tc

conocida como las ecuaciones paramétricas de la recta (el ntimero real ¢ es “el

pardmetro”).

Notese que, despejando e igualando el parametro ¢ de cada una de las ecuaciones

paramétricas de la recta, la ecuacién anterior también se puede escribir como

rT— — zZ— 2z
r- 0_Y~—Y% _ 0
a b c

Conocida como la ecuacién simétrica de la recta £ en R?. Dadas dos rectas
£12P1+tV, tE]Ryﬁg:P2+7”u, relR

¢ Son coincidentes si y s6losi P1 — Py || v | u, Py —Py#0
Calculo I y 11
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¢ Son paralelas disjuntas siy slosi Py =Py Jf v || u
¢ Son secantes si y s6lo si (P; —P3y) - vxu=0
¢ Son cruzadas o alabeadas si y s6lo si (P; —Ps) - vxu#0

¢ Son ortogonales si y sélo si vILu

Ejemplo 5.5.2 Hallar la ecuacion vectorial de la recta que pasa por los puntos Py =

(37 57 4) Y P2 = (57 67 7)

Resolucién

La ecuacién vectorial de la recta, esta dada por:

L : P:P1+tv,t€R V:PQ—P1:(2,1,3)
L : P=(354) +213),tcR

Ejemplo 5.5.3 Determine la recta que pasa por el punto (1,-5,6) paralela a la normal

al plano que contiene a los puntos (0,1,2),(3,2,6) y (—2,0,5).
Resolucién.
= Sea A =(3,2,6) — (0,1,2) = (3,1,4) y B = (~2,0,5) — (0,1,2) = (-2, —1,3)

= n = A X B es una normal a P, luego

i jk
n=| 3 1 4|=(7,-17,-1)
-2 -1 3

» L:P=(1,-5,6)+t7,-17,1), t e R
Ejemplo 5.5.4 Encuentre los puntos de interseccion de los dos planos Py : 4x+3y+
2=0yPrixz+y—2z=15
Resolucién

4 3 1
11 —1

u A:nlxn2:

» Pp=(3,0,-12) e P1 NP,
Calculo Iy 11
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4

Figura 5.15: Interseccion entre planos

" £:P=(3,0,-2)+t4-5-1), teR
Ejemplo 5.5.5 Encuentre la distancia de un punto Q al plano P :n - (P —Py) =0

Resolucién

Figura 5.16: Distancia de punto a plano

= d(Q,P) = [[PRy-n| =

Observacion: Si Q = (z, Yo, 20), P : ax + by + cz + d = 0, entonces
. |a:v0 + byo + czo + d’

d(Q,P) =
QP = ra
Consideremos la recta £ : P = Py +tA, t € R, donde A = (a,b,c) es el vector

“direccional”, sean ademas «, 8 y 7 angulos formados por los semiejes coordenados

positivos y el vector A.
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326 5.6. Superficies cilindricas y cuadrdticas

Figura 5.17: Numeros, dngulos y cosenos directores

Ejemplo 5.5.6 Sean las rectas no paralelas L1 : P =Py +tA, t€ Ry
Lo : P =Qy+1rB, r € R. Halle una formula para la distancia minima entre L1 y

L.

Resolucién
Figura 5.18: Distancia entre rectas cruzadas
V-AxB AxB I[VAB]|
= d||PR, =
WPRenenll = [ 5ET Tl = A B

5.6. Superficies cilindricas y cuadraticas

5.6.1. Superficie cilindrica

Es la superficie generada por una linea recta (generatriz) que se desplaza parale-

lamente en una direccién dada a lo largo de una curva (directriz)
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«——Generatriz

Directriz

Figura 5.19: Superficie cilindrica

5.6.2. Cilindro

Es un cuerpo limitado por una superficie cilindrica cuya directriz es cerrada y por

dos planos paralelos, que son las bases del cilindro.

«——Qeneratriz

Directriz

Figura 5.20: Cilindro

5.6.3. Cilindro circular recto

Es un cuerpo limitado por una superficie cilindrica directriz es cerrada y por dos

planos paralelos, donde sus generatrices son perpendiculares al plano de la base.

Ejemplo 5.6.1 .

Cilindro eliptico: & T + L
a?  b?
2 2
vy _ 1

Cilindro hiperbdlico: H: — — =
2 B

Calculo I y 11
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Generatriz

Directriz

Figura 5.21: Cilindro recto

Figura 5.22: Cilindro eliptico

Cilindro parabdlico: P :y% = 4px

5.6.4. Superficies con centro

Las ecuaciones que vienen insertadas a continuacion estan dadas en forma canéni-
ca, o sea, el centro de la superficie (el punto en que todas las cuerdas que pasan por
éste se divide por la mitad) esta situado en el origen de coordenadas y como ejes de

coordenadas se ha tomado los ejes de simetria de la superficie.

En este caso los planos coordenados son los planos de simetria.

Calculo Iy I
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Figura 5.23: Cilindro hiperbdlico

Esfera: & :2%+ 9%+ 2% = a?

Plano Traza

XY : 2=0 | 22 + y? = a*: circunferencia

XZ: y=0 | 2%+ 2% = a* circunferencia

YZ: 2=0 | y*+ 2% = a? circunferencia

22 P 2
Elipsoide: &:— + -5+ — =1, a,b,c son los semiejes
a b2 2
Plano Traza
=P _
XY : 2=0 ?+b_2:1: Elipse
2 2
XZ:y=0 x—Q—i—Z—Qzlelipse
a C
T '
YZ: x2=0 ﬁng:l:Ehpse
Si a = b > c se tiene el elipsoide de revolucién achatado, que se obtiene haciendo
2 2
girar la elipse — + — = 1, perteneciente al plano OX 7, alrededor de su eje menor.
a c
Sia = b < cse tiene el elipsoide de revolucion alargado que se obtiene haciendo girar

2 2
x

la elipse — + — = 1, perteneciente al plano OXZ, al rededor de su eje mayor. Si
a c

a = b = c se tiene la esfera 2% + y? + 22 = a?

Cualquier plano corta al elipsoide por una elipse (en el caso particular por una

circunferencia). El volumen del elipsoide es igual a —mabe.
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Z

Figura 5.24: Cilindro parabdlico

%
Figura 5.25: Esfera
22 2
Hiperboloide de una hoja: H:— + woa 1, a y b son los semiejes reales y
a c
c es el semieje imaginario.
Plano Traza
x* oy .
XY : z2z=0 §+b—2:1: Elipse
27
XZ: y=0|— —— = 1: Hiperbola
a C
YT 2
YZ: x=0 2 a 1: Hiperbola

Calculo Iy I
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Figura 5.26: Elipsoide

Figura 5.27: Hiperboloide de una hoja

2 2 2

Hiperboloide de dos hojas: H:— + ‘Z—z —— = —1, ces el semieje real a y b son
a c

los semiejes imaginarios.

Plano Traza
1’2 2
XY : 2=0 E—I—g—z:—lzvacio
1'2 2
XZ:y=0 ﬁ—i—Q:—lz Hiperbola
2
YZ: x2=0 %2 — i—; = —1: Hiperbola

Para ambos hiperboloides las secciones paralelas al eje OZ son hipérbolas (para
el hiperboloide de una hoja puede ser un par de rectas concurrentes) y las secciones

paralelas al plano OXY son elipses.
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Z

Figura 5.28: Hiperboloide de dos hojas

Si a = b, el hiperboloide puede ser obtenido por revolucién de la hipérbola, con
semiejes a y ¢, alrededor del eje 2¢, que es imaginario en el caso del hiperboloide de

una hoja y real en el caso del hiperboloide de dos hojas.

2 2 2
Y z . L :
Cono: C: — + w2 0; se tiene el vértice en el origen de coordenadas y por
a c
directriz se puede tomar una elipse con semiejes a y b cuyo plano sea perpendicular

al eje OZ y esté a la distancia c¢ del origen de coordenadas. Este cono es asintético
2 2 2
x z :
a los dos hiperboloides — + 35—2 — — = =1, es decir, cualquiera de sus generatrices
a c

se aproxima a ambos hiperboloides al alejarse al infinito. Si a = b, se tiene un cono

circular recto.

Plano Traza
2
XY: z=0 §+b—2:():punto(0,0)
XZ:y=0 x—z—z—j:O:RectaS
o
YZ: z2=0 b—2—§:O:Rectas

Paraboloide: Los paraboloides no tienen centro, en las ecuaciones dadas a conti-
nuacion, el vértice del paraboloide se coloca en el origen de coordenadas, el eje OZ
es el eje de simetria y los planos XOZ y YOZ son los planos de simetria.
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(IR

1y

(AL

1 \

1 \

il \

T il
‘l :

Figura 5.29: Cono

.732 2

Paraboloide Eliptico: P : 2z = — + 7 Las secciones paralelas al eje OZ son
a

parabolas, las secciones paralelas al plano XOY', son elipses. Si a = b se tiene un

paraboloide de revolucion que resulta al hacer girar la parabola z = 2—;, perteneciente

al plano XOZ, al rededor de su eje.

Plano Traza
xZ
XY: 2=0 ﬁﬂg—i:o: punto (0,0)
2
XZ:y=0 x_2 = z: Pardbola
a
2
YZ: x=0 ‘Z— = z: Parabola

Figura 5.30: Paraboloide eliptico
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LCQ 2

Paraboloide hiperbdlico: P:z= — — 7 Las secciones paralelas al plano YOZ
a
son parabolas iguales; las secciones paralelas al plano YOZ son parabolas iguales;

las secciones paralelas al plano XOY son hipérbolas (o también un par de rectas

concurrentes).
Plano Traza
XY : 2=0 %5—‘75—;:02 Rectas
XZ: y=0|2% =z Pardbola

YZ: x=0 —Z—j = z: Parabola

z

Figura 5.31: Paraboloide hiperbélico

5.7. Coordenadas cilindricas y esféricas

En esta seccién introduciremos dos nuevos sistemas coordenados es el espacio
R?, los cuales jugaran un papel fundamental en algunos calculos que se hardn con

integrales triples.

5.7.1. Sistemas de coordenadas cilindricas

Dado un punto P = (z,y,2) € R?, asociamos a él la terna (r,6,z) donde (r,6)
son las coordenadas polares de la proyeccién P’ del punto P en el plano XY (es decir,
(r,0) son las coordenadas polares del punto P’ = (z,y, 2)). Decimos que los elementos
de la terna (r, 6, z) son las coordenadas cilindricas del punto P (figura 5.32).

La ecuacion r =g (ro > 0) es, en el sistema cilindrico, la ecuaciéon de un cilindro
(circular recto) cuyo eje es el eje Z, en ella se establece que los puntos P = (r,0, z)
que la satisfacen son puntos de R? cuya proyeccién P’ en el plano XY siempre dista

del origen una cantidad constante igual a rg
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L P=(50,2)

Figura 5.32: El sistema de coordenadas cilindricas

Si e,, ey, e, son los vectores unitarios ortogonales que marcan la direccion donde
se mide cada una de las correspondientes coordenadas 7,6,z respectivamente en el
sistema de coordenadas cilindricas, (por lo cual {e,, ey, e, } constituyen una base orto-
normal de IR?), es claro que el vector e, es justamente el vector k = (0,0, 1) del sistema
rectangular, y que los vectores e,, ey, son e, = (cosf,senf,0), ey = (—send, cos,0).

Es decir se tiene

e, = (cosf,senb,0)
eg = (—send,cosb,0)

e. = k=(0,0,1)

de donde se obtiene

i = cosbe, —senfey
j = senfbe, + cosbey
k = e,

Ejemplo 5.7.1 Elpunto P cuyas coordenadas cartesianas son (1,1,1). Las coordena-
das cilindricas de este punto las determinamos convirtiendo a polares las coordenadas
(1,1,0) de la proyeccion de P sobre el plano XY . Como sabemos r = \/m =
V2, 0= arctan £ = arctan 1 = 7. Asi entonces, las coordenadas cilindricas de P son
(V/2, 7,1). Nétese que para ver que coordenadas corresponden a P en el sistema orto-

normal {e,, ey, €.}, podemos usar las formulas que relacionan a i, j,k con los vectores

Calculo I y 11
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del sistema ortonormal de la coordenadas cilindricas, como sigue

(1,1,1) = i+j+k
= cosfe, —senfbleg + senfe, + cosbeg + e,

= (cosf +senf)e, + (cosf —senf)ey + e,

Considerando 0 = % se obtiene

(1,1,1) = v2e, + e.

Es decir en el sistema ortonormal {e,, eg, e}, el punto (1,1,1) se veria como (v/2,0,1),

tal como la idea geométrica nos dice que deberia suceder.

5.7.2. Sistema de coordenadas esféricas

Este sistema localiza los puntos en el espacio tridimensional con las siguientes tres
pardmetros: la distancia del punto P = (z,y, 2z) al origen de coordenadas, denotada
por 7, el angulo que forma la proyeccién del vector P en el plano XY, con la parte
positiva del eje X, denotado por 6, y el angulo que forma el vector P con la parte
positiva del eje Z, denotado por ¢. Se dice entonces que la terna (r,6,¢) son las

coordenadas esféricas del punto P.

0<r<+oc0
0<0<2m
0<o¢<2m

Figura 5.33: El sistema de coordenadas esféricas

La ecuacién r = rq es, en coordenadas esféricas, la ecuacion de una esfera con
centro en el origen y radio ry. En efecto, esta ecuacién la satisfacen los puntos de R?

cuya distancia al origen es igual a r(, sin importar sus angulos 6 y ¢.

Calculo Iy 11
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La ecuacion ¢ = ¢g, (¢o # 5) es, en coordenadas esféricas, la ecuacién de un
semicono con vértice en el origen, pues en ella se establece la condiciéon de que los
puntos P que la satisfacen forman un dngulo constante igual a ¢ con la parte positiva

del eje Z, sin importar el angulo 6 y el valor de r.

>

Figura 5.34: La esfera r = ry y el semicono ¢ = ¢q

Veamos la equivalencia entre las coordenadas rectangulares de un punto P en R?

y sus coordenadas esféricas. Las formulas que relacionan los vectores i, j, k del siste-

X = rsen ¢ cosf
y = rsen¢senf

=Y 2 =1Cos ¢

Figura 5.35: Relacién entre las coordenadas cartesianas y esféricas

ma ortonormal en las coordenadas cartesianas, con los vectores e,, ey, e, del sistema

Calculo I y 11
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ortonormal esférico, para el punto P = (z,y, z) = xi + yj + zk son:

i = (sen¢cosf)e, — (senb)ey + (cospcosb)ey
j = (sen¢senf)e, + (cosf)ey + (cos psenb)e,
k = (cos¢)e, — (sen¢)ey

Ejemplo 5.7.2 El punto P en R® cuyas coordenadas esféricas son (2,3, %) tiene, en

el sistema coordenado rectangular, las coordenadas

i T V2 1 V2
r = rsen¢cos€-2senzcos§—2<7> (5) =5
= rsengbsen&—Qsenzsenz—2 @ ﬁ —@
T B 4773 7 2 2 ] 2
z = rcosqﬁchos%:2<§> -2

Es decir, en el sistema cartesiano el punto P se ve como <‘/7§, \/76, \/§>

Observacién: Si P = (z,y, z), entonces

S B

f = arctan (Q)
T
z

¢ = arccos (—)

r

5.7.3. Ejercicios propuestos

1. Sean x y y dos vectores de IR*. Verifique que le inverso aditivo del vector x —y

es el vector y — x. Discuta geométricamente este hecho.

2. Demuestre que dos vectores en IR? son linealmente dependientes si y s6lo si uno

de ellos es un multiplo de otro.

3. Diga si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente independientes o

dependientes.

a) {(3.2,1),(1,0,0), (—4,5, —2)}
b) {(1,1,9),(2,1,3),(2,2,3),(2,—-2,-7)}

Calculo Iy 11
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4.

D.

10.

11.

Diga si cada uno de los siguientes conjuntos son subespacios del espacio IR
a) S={(v,y,2)/2* +y*+22=0} CR?
b) S={(z,y,2)/z* +y*+ 22 >0} C R?
¢) S={(r,y,2)/2> +y*+22 >0} CR?

Verifique que B = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} es una base del espacio R®. Es-

criba el vector (z,y, z) en términos de esta base.

. Verifique la desigualdad de Cauchy-Schwarz con los vectores

a) x=1(2,1,1), y =(1,0,0)
b) x=(3,0,1), y =(0,0,3)
C) X:(l,l,l), y:(2,2,2)

. Describa los vectores (z,y,z) € R?® que son ortogonales al vector (—2,1,4).

Verifique que éste es un subespacio de R? del tipo
S ={(z,y,2)/ax + by + cz = 0}

Més en general, demuestre que todo subespacio S en R® como el anterior, es
descrito como S = {u € R*/u - v = 0} para algin v € R”.
a) Halle el vector (x,y,z) € R? que sea ortogonal a (3,1,1)

b

(
Halle el vector (x,y,z) € R® que sea ortogonal a (3,1,1) y a (6,2,2)
¢ (

)
)
) Halle el vector (z,y,2) € R® que sea ortogonal a (3,1,1) y a (2,1,5)

d) Halle el vector (z,y, 2z) € R® que sea ortogonal a (3,1,1), (2,1,5) y a (1,0,0)
Sea V1, Va, V3 tres vectores en IR® linealmente independientes. Demuestre que el
tinico vector de IR? ortogonal a v1,vs v v3 es el vector 0. ;Ocurre lo mismo si

los vectores no son linealmente independientes?

Considere el cuadrilatero cuyos vértices son A = (1, —-2,2), B = (1,4,0),
C =(-4,1,1),D = (—=5,-5,3). Demuestre que las diagonales AC' y BD son

ortogonales.

Verifique que los siguientes conjuntos de vectores son conjuntos ortogonales

Calculo I y 11
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Calculo Iy 11

a) {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
b) {(4,—-1,0),(2,3,-5),(~8,7,1)}

Sea v el vector de R? cuyo punto inicial esté en (1,3,7) y cuyo punto final estd en

(4,5,7). Hallar la proyeccion del vector (1,2,1) sobre v.

Use el concepto de proyeccién de un vector sobre otro para calcular el area del

triangulo cuyos vértices son:
A=(1,3,2), B=(2,5,3), D=(-2,0,0)
Sea x,y dos vectores en R® y —x, —y sus inversos aditivos. Demuestre que
a) PRy, x =PRy_«
b) PRy, x =PRy .«
Sea u y v dos vectores en R y ¢ un nimero real. Demuestre que
PR, v = PR,y
Verifique este resultado con u = (2,1, —1),v =(3,5,1),c = 2.
Calcule la norma de los siguientes vectores
a) (1,2,1)
b) (2,-3,4)
c) (2,0,2)

;Es la funcién norma || - || : R* — R, que a cada vector x € R? le asocia su
norma

|x|| € R, una funcién inyectiva?,;sobreyectiva?

Sean a, b y ¢ tres nimeros reales no nulos. Demuestre que los ocho vectores
(£a,=+b,+c) € R? tienen la misma norma. Interprete geométricamente este
hecho.

Sean x,y dos vectores en IR3. Demuestre que

Il = Iy lIT < lIx =yl

(Sugerencia: x| = [[(x —y) +¥|| < ||x =yl + ||lyl|l, de donde se obtiene que

Ix|| =¥l < |lx—yI|l- De la misma manera se obtiene que ||y||—[|x|| < ||lx—yI|)
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

;Existen vectores x,y € R? tales que ||x|| = 3, [|y|| = 1, [|[x +y]|| = 5?, ;Existen
vectores X,y € R? tales que ||x|| = 3,|ly|| = 1,|x — y| = 5?

Sean x,y dos vectores ortogonales en R?, tales que ||x|| = 3, |ly|| = 7. Calcule
Ix +yll, lIx =yl

Sean x,y dos vectores en IR? tales que ||x|| = 4, ||y|| = 5, ||x + y|| = 7. Calcule
Ix =yl

Sean x,y dos vectores en R? tales que ||x| = 11,[y|| = 23,|x — y|| = 30.

Calcule ||x + y]|.
Sean x,y dos vectores en IR®. Demuestre que
a) x-ye€R"siysolosi[[x+y| > |x -yl
b) —(x-y)eRTsiysélosi [|[x+y| < |x—y
¢) x ey son ortogonales si y sélo si [|[x +y|| = [|[x — y]|

Sean u y v son vectores en R? tales que ||u| = ||v||. Demuestre que los vectores

u+ v y u— v son ortogonales. ; Vale la afirmacion reciproca?.

Los vectores u y v de R? forman un éngulo de Z. Suponiendo que [ul| =3y
|v|| = 4, calcule: u - v; [[u+ v|[;|[u—v|.
Cada pareja de vectores u,v y w en R?® forman un angulo de Z. Suponga que

[ul] = 1L [v] = 2, [lw]| = 3, calcule: [lu+ v + w]|

Sea {u,v} un conjunto ortogonal de vectores unitarios en IR®. Demuestre que

el angulo entre el vector u y el vector u+ v es de 7.

Sean u y v dos vectores en R®. Demuestre que
[+ v+ fla = vI* = 2] + [Iv]*)

A este resultado se le conoce como “Ley del Paralelogramo”. Justifique este

nombre en base a su contenido geométrico.

Sean u y v dos vectores no nulos en R? tales que |[u] = |v|| = [ju — v].

Demuestre que el dngulo entre u y v es de Z. ;Cudl es el dngulo entre u y

u—v? jyentrevyu—v?.

Calculo I y 11
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31. Sean u y v dos vectores no nulos en IR? tales que ||u|| = |[u—v|. Demuestre que

el angulo entre los vectores u y v es el mismo que el angulo entre los vectores
uyu-—v.

32. Sea u = (6, —8, —22). Determine el vector v € IR? sabiendo que es linealmente
dependiente con u, que ||v|| = 50, y que él dangulo que forma v con la parte
positiva del eje Z es agudo.

33. Demuestre que el tridngulo cuyos vértices son A = (1,2,1), B = (3,—1,7),

C' = (7,4, —2)es isésceles. Determine sus dngulos internos.

34. Sea xo € R? y r > 0. Se define la bola abierta(en IR*) con centro en x, y radio

r, denotada por B(xg, ), como el conjunto

B(xo,r) = {x € R*/|x — xo|| <r}
;Cémo son la bolas abiertas en IR*? Describa la bolas abiertas B((0,0,0),1) y
B((3,5,4),2)

35. ;Verdadero o falso? Si u X v =u X w, entonces v=w

36. Sean u,v,w € R? tres vectores tales que u+ v + w = 0. Demuestre que
UXV=VXW=WXu

37. Sean vy, Vs, Vs, vu € R? cuatro vectores tales que
V1 X Vo = V3 X V4 ¥ V1 X V3 = V3 X vy4. Demuestre que los vectores
u = V] — V4, W= Vy — V3 son linealmente dependientes.

38. Demuestre que si los vectores u+v y u—v son colineales , entonces los vectores
u y v son colineales. ;Vale la afirmacién reciproca?

39. Suponga que los vectores u, v € R? forman entre si un dngulo de 7. Demuestre
que u - v =|uxv|.

40. Suponga que los vectores u,v € R? son vectores unitarios que forman entre si
un angulo de . Calcule |Ju x v||.

41. Suponga que los vectores u, v € R® forman entre si una angulo de 5 s

Cdlculo I y IT

[ul| = 6, ||v|| = 5, calcule |Ju x v||.
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42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

Sean u, v € R? dos vectores cuyas normas son 3 y 7 respectivamente. Siu - v =

5, calcule ||lu x v||.

Sean u,v € R? dos vectores cuyas normas son 3 y 7 respectivamente. Si |lu x

v|| =5, calcule u - v.

Sean u,v € R?® dos vectores ortogonales con normas 4 y 2 respectivamente.

Calcule [[(u+2v) x (3u —v)||.

Demuestre que para cualquiera de dos vectores u, v € R?® se cumple

[l v + (- v)* = [[ul?[lv]*

Sean u,v,w € R?. Demuestre que

(uxv)xw=(u-w)v— (v -wu
Sean u,v,w € R? tales que u x (v x w) = (u x v) x w. Discuta la posicién
relativa de los vectores u, v, w.

Sean u, v, w tres vectores linealmente independientes en IR?, demostrar que el

plano que pasa por u, v, w tiene por vector normal a

nN=uXv+vxxw+wxu

Sean u,v,w € R?. Demuestre que

ux (vxw)+vx(wxu)+wx((uxv)=0

Demuestre que (u X v) - w = u - (v X w), para cualesquiera vectores u,v,w €
IR?. Explique entonces por que la expresién [uvw] puede ser usada para denotar,

sin peligro de confusiéon al triple producto escalar de los vectores u, v, w.

Demuestre que una condicién necesaria y suficiente para que los vectores
u,v,w € R? sean coplanares (es decir que se encuentra en un mismo plano) es

que [uvw] =0

Determine si los vectores dados son coplanares o no. En caso en que lo sean,

encuentre la ecuacién del plano en que se encuentra

Calculo I y 11
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53.

o4.

99.

26.

7.

28.

29.

60.

61.

Calculo Iy 11

a) u=(1,2,1),v=(1,-1,0),w = (2,1,0)
b) u=(2,1,1),v=1(2,3,4),w = (2,—-1,-2)
c)u=(1,1,2),v=(3,1,1),w = (1, 3,8)

d) u=(2,0,1),v=(3,1,0), w = (2,2,3)

Demuestre que los cuatro puntos dados se encuentran en un mismo plano. De-
termine la ecuacion del plano en que se encuentran.

a) A=(1,1,-1),B=(0,1,1),C = (1,0,1),D = (2,2, -5)

b) A=(-1,1,2),B=(2,2,0),C =(1,1,1,),D =(—1,3,1)

C) A= (07 0, 1)7 B = (27 —4, 3)7 C= (57 _77 2)a D = (_47 7— 2)

Sean u,v,w € R*. Demuestre que |[uvw]| < [[ul|v]|||||w]|

Calcular el area del paralelogramo generado por los vectores u = (3,2, 5),
v=(1,2,7)

Calcula el area del paralelogramo cuyos vértices son: A = (1,1,1), B = (2, 3,4),
C=(-2,1,5),D =(-1,3,8)

Calcular el area del tridngulo cuyos vertices son A = (3,2,3), B = (1—,2,5),
C=(0,2,7).

Calcular el volumen del paralelepipedo generado por los vectores u(2,1,4),

v=(-1,0,9),w = (3,2,2)

Calcule el volumen del tetraedro cuyos vertices son el origen de coordenadas y
los puntos A = (2,1,1),B = (-3,7,9),C(—1, -5, —0)

Calcular el volumen del tetraedro cuyos vertices son los puntos A = (2,1, 2),
B=(5,3,7),C =(-3,4,9),D = (10,9, 11)

Determine la ecuacion del plano que pasa por el punto P y tiene el vector n
como vector normal

a) P=1(0,0,0), n=(1,1,1)

b) P=(2,1,1), n=(1,0,0)

c) P=(3,4,5), n=(0,2,3)
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62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

d) P=(2,-1,0), n=(3,2,6)
e) P=(0,2,0), n=(—2,—7,4)

Considere el punto P = (1,—1,3),Q = (3,2, 1). Hallar la ecuacién del plano:

a) Que pasa por P y tiene n = P — Q por vector normal.

b) Que pasa por Q y tiene a n = Q — P por vector normal.

Hallar la ecuacién del plano que pasa por el punto P = (5,1, 1), si se sabe que

los vectores u = (2,1,2),v = (—4, —5,7) son paralelas a él.

Hallar la ecuacién del plano que pasa por los dos puntos P = (1,1,0),Q =
(3,2,4), si se sabe que u = (7, —1, —3) es paralelo a él.

Determine si los puntos P y Q pertenecen plano dado:

a) 3z —y+z=1,P=(0,01),Q=(1,1,-1)
b) 2=3, P=(3,1,3),Q = (3,3,5)

¢) 3z —2y=0, P=(2,1,1),Q = (—3,2,5)
Determine un punto que pasa por el plano dado y un vector normal a él

a) 3x +2=3

b) xt—y—2=5

Determine si los planos dados son paralelos, perpendiculares, o si no estan en

ninguno de estos dos casos

a) 3r+y—2=3, z—y=2~8

c)r—y+z=1,z—y+2z=9

Hallar la ecuacion del plano que pasa por el origen de coordenadas y es paralelo

al plano 4 —y 4+ z = 9.
Determine la ecuacion del plano que pasa por los tres puntos dados.

a) P=(2,1,0,Q=(0,0,7),R=(21,1)

Calculo I y 11



346

5.7. Coordenadas cilindricas y esféricas

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

e

Calculo Iy 11

) P=(1,4,9),Q=(-3,1,5),R = (4,4,11)

Demuestre que la ecuacién de un plano que pasa por el punto P = (¢, yo, 20)
tal que los vectores u = (a1, by, ¢1),v = (ag, by, c2) (no colineales) son paralelos

a él, se puede escribir como

T—%o Y—Y =z %0
aq b1 C1 =0

a2 by Co

Considere el plano que pasa por el origen Az+By+Cz = 0,y sea P = (z0, o, 20)
un punto que no pertenece al plano. Demuestre que la distancia del punto P al

plano es:
g | Az + By + Czl

Calcule la distancia del punto P al plano dado

a) P = (5,30,426), x =3

b) P=(1,1,5), 20 +3y — 2z =14

Suponga que los planos Ajx + By + C1z = Dy, Asx + Boy + Coz = Dy son

paralelos. Obtenga una férmula para calcular la distancia entre ellos.

Dos caras de un cubo se encuentran los planos 3z —y+22z =5, 3v —y+22 =7,

calcule el volumen de cubo.

Demuestre que los planos paralelos al plano Az + By + Cz = D que distan de
éste r unidades, son Az + By + Cz =D £ rv A% + B? 4+ C?

Suponga que los planos perpendiculares x + y — 2z = 2, 20 4+ 2z = 5 dividen
a un cubo de volumen 64 en cuatro paralelepipedos. Si el centro del cubo se
encuentra en el punto (2,2,1), determine las ecuaciones de los planos en donde

se encuentren las caras del cubo.

Los vectores u = (1,2,1), v = (=3,1,1), w = (1,—4,7) determinan tres de
las aristas de un paralelepipedo. Halle las ecuaciones de los planos en que se

encuentran sus caras.
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78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

Hallar un punto en el eje Y que equidiste de los planos 2x + 2y + z = 0,
dr — 3y =2

Determine la ecuacion de la recta que pasa por el punto P dado y tiene al vector

v como vector paralelo

a) P=1(0,0,0), v=(1,1,1)
) P=(2,-4,-7), v=(31,2)

Determine la ecuacién de la recta que pasa por los dos puntos dados:

a) P=(3,97), Q=(-1,2,5)
b) P =(0,0,0), Q=(26,5)

Determine si los puntos P y Q se encuentran en la recta dada

(:v:2+t

a) Yy = —3t ; P = (2707())7 Q = (37171)
z=t
\
(
r=1+2¢

b)  y=2-3t ; P=(5-4,1), Q= (-1,5,0)
kz:l—i—t

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por P = (2,1,4) y que es paralela a la

recta v =3t, y=—-2+4t, z = —t.

Los puntos A = (2,1,3),B = (—2,7,5),C = (2,3,2) son los vértices de un
triangulo. Hallar las ecuaciones de las rectas donde se encuentran las medianas

de este triangulo. Constate que estas tres rectas se cruzan en un punto.

r—3 -1
Hallar el punto de interseccién de la recta _ Y 3 = z, con el plano
2r4+y—2z=1
T 1 z—1
Compruebe que la recta == % =—3 se encuentra contenida tanto en

el plano 5z + y + 2z = 0 como en el plano 2z + 3y — 2z = —5.

Determine las ecuaciones paramétricas de las rectas que resultan de la intersec-

cién de los planos dados

Calculo I y 11
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a) 3xr+y—42=0, br+ 2 =2

87. El punto P = (2,1, —1) se encuentra en el plano = — y + z = 0. Determine la
forma general de las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto P y que se

encuentran sobre el plano dado.

88. Hallar la distancia entre los puntos de interseccién de la recta x = 3 — 2t, y =
z = t, con los planos paralelos 2z +y 4+ 2z = 3, 2x +y + 2z = 9. ;Es ésta la

distancia entre los dos planos paralelos dados?

89. Compruebe que las rectas dadas son paralelas

(=549 o =7— 6t
a) y=—2+5t ; y = —10¢
\z:t z=4—2t
(le—t 5 6
—T =0y +z=
b) y=3—2t ; Y
20 —4y +22=3
\ z=—2+b5t

90. Verifique que las rectas dadas son perpendiculares

r=2-3t r=5+1

a) § y=3—t ; y=1+t
z=1+t z=5+4t

b) 20 —y—z2=17 _ r+y+z=4
T+y+2=6 ’ T+3y—52=5

91. Demuestre que la distancia d entre el punto P = (21, y1, 21)y la recta x = x¢+at,

Yy =yo+bt, 2= zy+ ct esta dado por

a, b, C) X (21 — %o, Y1 — Yo, 21 — ZO)H

Ll
= 1@ b,

92. Hallar la interseccion, si existe, de los siguiente pares de rectas:

r=1+2t r=1+1t
a) § y=—1+3t ; y=—6+4t
z = 06t 2 =2+ 2t

Calculo Iy 11
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r=2+t T=—-2+1
b) . Y =1+t¢ ; y=3—t
=4+t z=—4+t

93. Encontrar la interseccion de la recta y el plano en cada uno de los siguientes

casos
r=1+4t

a) § y=1+3t , P=(2,3,4)+#1,0-2)+s(2,2,2)
z=1+2t

b) La recta pasa por (0,0,0) y (-1,3,4) y el plano pasa por (2,3,1), (1,1,-4) y
(_37473)

c¢) La recta pasa por (0,-1,-1) y (4,2,-1) y el plano pasa por (1,3,2), (-4,1,1) y
(2,4,-3)

94. Hallar los cosenos de los angulos entre una recta paralela al vector (3,4,2) y los

ejes coordenados.

95. Si «, B,7 son los angulos directores de una recta, demostrar que se cumple lo

siguiente: cos? a + cos? B + cos?y = 1
96. Hallar las rectas siguientes:

a) Que pasa por el origen con angulos directores o = 60°, 3 = 45°
b) Que pasa por (-2,1,3) con angulos directores o = 5 = 45°

c¢) Que pasa por (3,4,6) con angulos directores o = 3 =~y

97. Sean av, B1,71 v @i, Ba, 72 los dngulos directores de las rectas L1, Lo respectiva-
mente. Si los angulos directores de £, y L5 estan determinados por los vectores
A y B respectivamente y 6 es el angulo entre A y B. Demuestre que

cos ) = cos a cos ap + cos 31 cos Pa + COS Y1 COS Yo
98. Demuestre que Py, Py y P3 son colineales si y s6lo si (P —P) x (P3—P;) =0

99. Sea L; la recta que pasa por (1,2,1) y (3,-2,1). Sea L, la recta que pasa por
(2,3,2) y es paralela a (1,2,1). Determinar la recta £ que pasa por (2,0,-3) y es
ortogonal tanto a £ y a L.
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100. Determinar una normal a cada uno de los siguientes planos

a) P:x=2—-3t+s,y=8t+7s,z=—-5+3s

b) P={(5,t,s—t)/s,t € R}

c) P={(b—-t+3s,2+2t+3s,—1+t—s)/t,s € R}

101. Sean Py, P, P, y P5 pertenecen a R? tales que A = P, — Py, B =P, — Py,
C = P3;—Py. Demuestre que Py, P1, Py y P3 son coplanares si y sélo si A - B x
C=0

102. Hallar la interseccién de los planos

a) 20+ Ty —82=0, y+2=0
b) 120 —5y+7=0, 9x+5y — 3z =14
c)r—y+z=12x4+y+2=0,2—-9%y—2=2

103. Hallar el dangulo entre el plano que pasa por (0,0,0), (0,1,0)y (0,0,2) y el plano
cuya ecuacion es 3x — 5y + 2z = 8

104. Hallar la interseccién de la recta que pasa por (2,1,4) y es paralela a (1,1,1); y
el plano P : (2,—1,4) +t(1,7,3) + s(—3,8,0)

105. Determinar el punto de interseccién donde la recta que pasa por (1,3,1) y es
ortogonal al plano 6x — 4y + 10z = 30

106. Demostrar que los planos Py : (3,1,4) +¢(1,7,3) + s(—3,8,0); t,s € R;

Py (2,4,6)+1(8,—-2,6)+5(9,5,9), t,s € R; son paralelos y hallar la distancia
entre los planos.

107. Sea L la recta de interseccion de los planos cuyas ecuaciones son 3z —y—4z = 5,
2¢ — 3y — z = 4. Si P es el plano cuya ecuacién es x + 2y + 3z = 1, encontrar
LNP

108. Encontrar una ecuacion del plano que contiene al punto (2,3,6) y a la recta
L£={(1,-1,4)+t(1,2,-1)/t € R}

109. Determinar el angulo diedro entre los planos Py : 3v — 2y + 52 = 3y Py :

Calculo Iy 11
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110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

Dada la recta £ = {(—5,0,10) + (3,2, —3)} y el punto Q = (5,4, 8). encontrar
dos puntos A y B en £ que formen con Q un tridngulo isosceles de area 24+/11

Demostrar que la ecuacién que corta a los ejes coordenados en los puntos
(a,0,0),(0,b,0),(0,0,c) donde a,b, ¢ diferente de cero es:

x z
a b ¢
Demostrar que los tres planos y = 2+ 1,2 = 2+ 1,2 = y + 1, interceptan al
plano x 4+ y + 2z = 0 en tres rectas que son los lados de un tridngulo equilatero
r+1 y—3 =z-1
2 3 -1
pasa por (5,4,2) y corta a £; en dngulo recto, hallar la ecuacion de Ly y las

coordenadas de £, N L,

Si £ es la recta cuya ecuacion es y Ly es la recta que

Hallar el angulo entre la recta = y, 2 = 0 y el plano con ecuacién x + z = 0

Dos planos Py v Py pasan por el origen. El plano P; contiene a la recta
r—1 y—2 =z-3
2 3 2
planos z +y + z = 1, 2x — y + 3z = 2. Hallar el coseno del dngulo entre los

y el plano P, contiene a la recta de interseccion de los

planos P; y Ps

Hallar los pies de la perpendicular comin de las dos rectas:

y+1 xr y—2 z+42
rTr= == — =
2 "2 —1 2

Una recta L es la interseccion de los planos ¢z +y + 2 =1, x — 2y + 3z = 2.

Hallar la ecuacién del plano que contiene a £ y que pasa por (0,0,0)

r+2 y z-6

Hallar la ecuacién perpendicular comun a las rectas:

2 —1
r+5 _Z
T
. v pruebe que la distancia minima entre ellas es v/3
T —95 y—1

Demostrar que existen dos planos que pasan por la recta T = =
z+3

y que forman un dngulo de diedro de 60° con el plano y = 2. Hallar sus

ecuaciones.

Determinar las coordenadas cilindricas de los siguientes puntos dados en el
sistema cartesiano: P = (2,1,1), Q = (—1,3,5),R = (1,0,0), K= (2,3,—-1)
Calculo I y 11
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121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

Calculo Iy 11

Determine las coordenadas cartesianas de los siguientes puntos dados en el sis-
5

tema de coordenadas cilindricas: P = (2,0,1), Q = (1,7,3), R = (3, %, —2),

K = (16, 7,0)

Escriba la ecuacion del cono z = /22 + y? en coordenadas cilindricas.

Escriba la ecuacién de la esfera unitaria 22 + 3% + 2> = 1 en coordenadas

cilindricas.

Escriba la ecuacién de los paraboloides z = 22 +4?2, z = 222+3y? en coordenadas

cilindricas.

Determine las coordenadas esféricas de los siguientes puntos dados en el sis-
tema coordenado cartesiano P = (1,0,0), Q = (3,1,—1), R = (0,1,1) y
K= (-2,-3,-5)

Determine las coordenadas cartesianas de los siguientes puntos dados en el sis-

3
tema de coordenadas esféricas P = (1,0,0), Q = (2, g, g), R = (1, g, Zﬁ
1

K= (4, %T, arc cos (Z_L))

Escriba la ecuacién del cilindro circular recto 22 +y? = 9 en coordenadas esféri-

)y

cas

Escriba la ecuacion de la esfera (x — 1)? +y? + 2% = 1 en coordenadas esféricas.

Escriba la ecuacién de las esferas: (z —a)?+y?+2% = a2, 22+ (y —a)* + 22 = a?,

22+ y* + (2 — a)? = a® en coordenadas esféricas.
Escriba la ecuacién del cono z? = a?(2? 4+ y?) en coordenadas esféricas

Sean P v Q dos puntos de R? cuyas coordenadas en el sistema cilindrico son
(r1,61,21), y (72,09, 22), respectivamente. Demuestre que la distancia d entres

estos dos puntos es

d= \/r% + 12 — 2ryrycos (0 — 63) + (22 — 21)?

Sean P y Q dos puntos en R?, cuyas coordenadas en el sistema esféricos son
(r1,¢1,601) y (12, @2, 62), respectivamente. Demuestre que la distancia d entre

estos dos puntos es

d= \/r% + 73 — 2r17ro[sen ¢y sen g cos(0; — 0s) + cos ¢y cos o]




Capitulo 6

Funciones vectoriales de variable

real

Pre-Requisitos.- Para la comprension adecuada de este capitulo de funciones vec-

toriales de variable real se requiere del conocimiento previo de:
» Calculo de funciones de una variable real.
» Geometria Analitica.

= Regla basica de diferenciacion e integraciéon para funciones de una variable real.

Objetivos.-

» Estudiaremos funciones del tipo f : I € R — R", definidas en algtin subcon-
junto I de R (digamos un intervalo) y tomando valores en el espacio R". en
realidad, concentraremos nuestro estudio en el caso n =2 y n = 3, ya que es en

estos casos donde se cristaliza la riqueza geométrica

= Establecer los fundamentos necesarios para el trazado de los caminos en el

espacio R?, respecto a un sistema de coordenadas

= Estudiar relacionado al parentesco existente entre los diversos caminos que des-

criben una misma curva. Tal parentesco se llama “reparametrizacion”.

353
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6.1. Funciones vectoriales de variable real (curvas

en el espacio)

En este trabajo estudiaremos funciones del tipo f : I € R — R", definidas en
algiin subconjunto I de R (digamos un intervalo) y tomando valores en el espacio
IR". en realidad, concentraremos nuestro estudio en el caso n = 2 y n = 3, ya que es
en estos casos donde se cristaliza la riqueza geométrica del tema con visualizaciones
concretas de los tépicos que se abordaran. Por su puesto que, entendiendo estos casos

particulares, se llega a las generalizaciones correspondientes de un modo muy natural.

6.1.1. Funcidn vectorial de variable real

Una funcién vectorial (de valores vectoriales) de una variable real, es una funcion
del tipo, f : I € R — IR" la cual, a cada nimero real t de algin subconjunto I de R
(el dominio de la funcién) le asocia un (y solamente un) valor f(¢) en el espacio R".
Puesto que f(¢) es un punto del espacio R", éste tiene n coordenadas, las cuales son,

en general, funciones de la variable ¢. Asi, podemos escribir
f(t) = (x1(t), z2(t), ..., x,(t)) € R

donde z; : I CIR — R, ¢ = 1,2,...,n son funciones reales de la variable real t,

llamadas funciones coordenadas de la funcién f, [5], [3].

Como de costumbre, cuando solamente se proporciona la regla de correspondencia
(como suele ocurrir) f(¢) = (x1(t),...,x,(t)) y no se hace explicito el dominio I de
la funcién, se entiende que éste es el mayor subconjunto de la recta para el cual x;(t)
tiene sentido para toda i = 1,2,...,n (el dominio natural de la funcién f), es decir,

el mayor subconjunto I de R para el cual f(t) tiene sentido.

Ejemplo 6.1.1 .

Determinemos el dominio I de la funcién siguiente
f:I1CR—R? |, f(t)=(t1)
» 24(t) =t, Dom(z;) =R

» 25(t) =1, Dom(xzs) =R
Calculo Iy 11
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Figura 6.1: Una funcién f : I C R — R"
» Dom(f) = Dom(xz;) N Dom(z) = R

Ejemplo 6.1.2 .

Determinemos el dominio I de la funcién siguiente
f:ICR—-R® | f(t)=(1+tV1—11)

r1(t) = V1+t, Dom(z;) =[-1+ 00>

15(t) = /1 —1t, Dom(zs) =< —o0, 1]

» 23(t) =t, Dom(xz3) =R

» Dom(f) = I = Dom(xy) N Dom(xy) N Dom(zs) = [—1,1]

6.1.2. Limites

Sea f: I C R — IR" una funcién definida en un intervalo abierto I de IR y sea t,
un punto de I o un punto frontera de I. Se dice que el limite de la funcién f cuando
t tiende a tg es L € IR", lo cual se escribe como

lim f(¢t) = L
t—to

Si dado cualquier £ > 0 existe un ¢ > 0 tal que

tel, 0<|t—to|<d=|f(t)—L| <e

n 2
donde || - || es la norma euclidiana de vectores de R", esdecir ||x|| = (me) ,

X = (21, %9,...,2,), [1], [5], [17].
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f

AN

) +0

L
T

-5 ¢

A

)

Figura 6.2: El limite de una funcién f: I C R — R"

Teorema 6.1.1 Sea f : I C IR — IR" una funcion definida en el intervalo I de

R y sea ty un punto de I o un punto frontera de I. Entonces thr{l f(t) = L =
—to

(I1,1la,...,1,) € R" siy sdlo si thntrl x;i(t) = 1;, donde £(t) = (x1(t), x2(t), ..., x,(t))
—to

1 —cost 1—cos2t
Ejemplo 6.1.3 Calculemos el siguiente limite ym = ( o8 o8 )

—0 12 ’ t2
1 —cost 1 —cos2t
= 2i(t) = o To(t) = —
) . (1+cost) (1 +cost) ., 1—cos’t , sen?t 1
» lim () = lim =lm—— =l = -
=0 =0 12 (14+cost) t=0t2(1+cost) t=>0t2(1+cost) 2
) , (I —cos2t)(1+cos2t) sen? 2t ) 4 sen? 2t
lim z5(t) = lim =lim———— =1lim
t—0) t—0 t2(1 + cos 2t) t—0 t2(1 + cos2t) -0 (2¢)2(1 + cos 2t)

) 4 sen® 2t
= lim =
=0 (2t)%(1 + cos 2t)

= lim (2, (£), 22(t)) = <h’mx1(t), lim mg(t)>

t—0 t—0

Il
7N
DO | =

N}
~_

6.1.3. Continuidad

Sea f: I C R — IR" una funcién definida en el subconjunto abierto I de IR y sea
to € I. Se dice que f es continua en tq si

1fm £() = £(to)

t—to

Como siempre, lo que sugiere esta definicién es que la propiedad de continuidad
de una funcién f equivale a que movimientos pequenos de ¢ entorno a t; producen
movimientos pequenos en las imédgenes f(¢) al rededor de f(ty); de otro modo, las
imégenes cercanas a f(ty) no tienen cambios bruscos para cambios pequenos del valor
de t, [1], [5], [3].
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Teorema 6.1.2 Sea f : I C IR — IR" una funcion definida en el intervalo abierto I
de R, digamos que £(t) = (x1(t), x2(t),...,x,(t)). Seaty € I, la funcion f es continua

en ty si y solo si sus funciones coordenadas x; : I C IR — IR lo son.

Una funcién f : I C R — IR" definida en el intervalo abierto I de IR se dice ser

continua en / (o simplemente continua) si lo es en todo t € I.
Ejemplo 6.1.4 La funcion f : R — IR* dada por
F(t + 12 — 1,¢* — 43 + 1)
es continua, puesto que sus funciones coordenadas son funciones polinomicas

Ejemplo 6.1.5 La funcion f : R — IR® dada por

et —1

2,3 t#0
f(t) — ( Y Y t ) Y #
(0,0,0) , t=
es discontinua en t = 0, pues
el —1

lfim f(¢) = lfim (2t, 3
t—0

t—0

) =(0,0,1) # (0,0,0) = £(0)

La continuidad de una funcién f : I C R — R" definida en el intervalo I de R es

el ingrediente esencial que nos permite definir el tipo de objetos de nuestro estudio.

6.1.4. Ejercicios propuestas

1. Determine el dominio I de las funciones siguientes:

a) f: I CR— R? f(t) = (Vt,t?)

b) f:ICR— R? f(t) = (%,mt)

¢) f:ICR—R® f(t) =W +t+1),In(t> —t+1),In(t* + 1))
d) £: 1 CR— R’ f(t)=(t,arcsent,Int)

Calculo I y 11
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2. Calcule los limites indicados:

a) lim(3t —1,1)

t—1
-1t -1
b) lim ,
t=1\t—1" t+1
t t
c¢) lim (sen ,—)
t—0 t " cost

4) lim <1 —cost’ 1 —cos2t)

t—0 t2 t2

e) lim

t—0

sen 2t cos2t sen4t
sen 3t’ cos 3t cos bt

3. Exponga la continuidad de las funciones
-1 t-1
ft)=(———,——
a) £(1) (t—l’ t+1)

b) £(t) = (t,sgn t)

4
(t,&nt) Csit£0
c) £(t) = t
| (0,1) Csit=0

( [sen2t cos2t send4t Lt £ 0
si
sen 3t’ cos 3t cos bt ’

210 it=0
= sit=
L 377 Y

4. Suponga que la funcion f : I C R — IR" es continua en I. Demuestre que la

funcion ¢ : I — R, ¢(t) = ||£(¢)|| es continua en I.

6.2. Caminos en IR"

Una funcién f : I € R — R" continua, definida en el intervalo I de R se llama

camino o trayectoria en el espacio R".

Calculo Iy 11
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Si la funcién continua f : I € R — R" estd definida en el intervalo cerrado
I = [a,b] diremos que el punto f(a) € R" es el punto inicial del camino o trayectoria
f en tanto que f(b) € R" es el punto final de él. Si acontece que f(a) = f(b), diremos
que el camino f es cerrado. Si la funcién f es inyectiva en I (es decir, para todo
ti,ta € I, t1 #ty = £(t1) # £(t2)), diremos que f es un camino simple. Si se tiene que
f(a) = £(b) y la funcién f restringida al intervalo [a,b > es inyectiva, diremos que el

camino es cerrado simple.

La manera correcta de abordar la geometria de estos objetos matematicos es
por medio de la traza. Se llama traza del camino f : I C R — R", al conjunto

(subconjunto de R™) de las imédgenes de f, es decir

Traza de f = {f(t) e R"/te I} CR"

Traza de f

Figura 6.3: Traza de un camino f : I C R — R"

Asi, la traza de un camino f es algo asi como la “huella” de las iméagenes de f

(esta huella se deja en el espacio donde viven las imédgenes de la funcién).

Podemos pensar que cada camino f : I C R — IR" es como “la férmula matemati-
ca de una carretera en el espacio”, la cual, como veremos, tiene dos ingredientes im-
portantes que la caracterizan: la forma de la carretera en si y la manera como ésta es

recorrida.

Designaremos con la palabra curva (en R") la traza de un camino f : I C R — R".
Esta palabra tiene un contenido geométrico mas fuerte que “camino” o “trayectoria”,
lo cual resulta muy conveniente para nuestros propositos, pues en ocasiones debemos

distinguir al camino en si, el cual es una funcién continua f : I C IR — R", del
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aspecto visual que presentan sus imagenes en conjunto, es decir de la curva asociada

af.

Ejemplo 6.2.1 Consideremos la funcion continua ¢ : I — IR. Esta es una funcion
real de variable real x € 1. Como sabemos, la grifica de esta funcidn es (por definicion

el conjunto)

{wy)/ vl y=yp@)}c R

al cual siempre nos hemos referido como una “curva” en el plano. ; Es ésta una “curva”
en el sentido que estamos manejando?, es decir, jes la grafica de la funcion y = ¢(z)
igual a la traza de un camino f : I € R — IR??. Nétese que si definimos la funcién

f: I CIR— R? (I es el mismo intervalo de la recta donde esta definida ¢) como

£(t) = (t, (1))

tenemos que f es continua (pues sus funciones coordenadas z(t) = t,y(t) = ¢(t) lo

son) y ademads

Traza de £ = {(t,¢(t))/ t € I} = grafica de ¢

De este modo tenemos pues que las curvas que son graficas de funciones continuas

»

Traza de f= grafica de ¢

Figura 6.4: Grafica de la funcién ¢
¢ : 1 CTR — R son trazas de caminos f : I C R — R? f(t) = (¢, ¢(t)).
Ejemplo 6.2.2 Determinemos la traza del camino £(t) = (t,mt +b).

» f: R — R?
Calculo Iy 11
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» Traza de f C R?

Traza de f = {(z,y) € R?/ x(t) =t, y(t) = mt + b}

x(t) =t
=y=mx+b: recta
y(t)=mt +b

»
»

f f(1)

/—\ \ Traza de f
f0)=(0,b)
R / » X

Figura 6.5: Traza de un camino f(t) = (¢, mt + b)

Ejemplo 6.2.3 Determinemos la traza del camino £(t) = (at + xq, bt + yo, ct + 2o)
= f:R— R
» Traza de f C R3
» Traza de f = {(2,y,2) € R*/ x = at + 2o, y = bt +yo, 2 = ct + 2}

(x,y,2) = (at+ xg,bt + yo, ct + 20) = (%0, Yo, 20) + t(a,b,c) :  Recta

/f—\ "
\ Traza de f

f(0) =(x0, yo,za)
R > Y

X

Figura 6.6: Una recta en IR?, traza del camino f(t) = (at + x¢, bt + yo, ct + 2)
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Ejemplo 6.2.4 Determinemos la traza del camino f£(t) = (acost,asent)
» f(R — R?)

» Traza de f C R?
Traza de f = {(2,5) € R*/ v = acost, y = asent}

x =acost 22 = a?cos®t
=

y = asent y? = a’sen’t
2?4+ y* =a®: circunferencia
Y
f f(x/2)=(0.0

£0)=(a.0)
Sy
f(21)=(a,0)

f(n)=(-a.0)

=

f(3r/2)=(0,-a)

Figura 6.7: La traza del camino cerrado simple f(¢) = (acost,asent), t € [0, 27]

Ejemplo 6.2.5 Determinemos la traza del camino f(t) = (acost,asent,t).
= f:R— R’
s Traza de f C R3

Traza de f = {(z,9,2) € R®/ 2 = acost, y = asent, z =t}

T =acost
y=asent = 2? +9* =a*: cilindro cirucular recto
z=1

La curva correspondiente debe estar dibujada en el cilindro recto 2? + 3? = a®. Por
otra parte, a medida que ¢ avanza, la tercera funcién coordenada de f, z(t) = ¢, que

marca la altura del punto f(¢), va siendo cada vez mas grande.
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= Helicoide

X
Figura 6.8: Una hélice

6.2.1. Ejercicios propuestas

1. Describa la traza del camino constante f : R — R?, f(¢) = (a, b)

2. Demuestre que todo camino del tipo f : R — R?, f(¢) = (at + b, ct + d), donde

a y ¢ son reales no nulos ,es simple. Describa su traza

3. Demuestre que el camino f : R — R? f(t) = (#> + 1,#> — 1) no es simple.

Describa la traza de f.

4. Demuestre que el camino f : [~2,2] — R?, f(t) = (> —1,#34+2t> =t —2) no es

simple. ;Es cerrado?, ;Es cerrado simple?
5. Considere el camino f : R — IR?, f(¢) = (cosht,senht) describa la traza de f

6. Describa la traza del camino f : [0,27] — R?, f(t) = (acost,bsent) en cada

uno de los casos:

a) a=b
b) a#b

7. Considere el camino f : R — R?, f(t) = (to(t),a), donde ¢ : R — R es una

funcion continua. Describa la traza de f

1 1
8. Demuestre que el camino f : R — R?, f(t) = (acos®t, §bsen2 t, §csen2 t) se

x z
encuentra sobre el plano — + Y +-=1
a

b ¢
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9. Demuestre que el camino f : R — R?, f(t) = (2 +¢ + 1, — 1,t + 2), se

encuentra sobre el plano x —y — 2 =10

6.3. Diferenciabilidad y curvas regulares

Sea f : I € R — R® un camino definido en el intervalo abierto I de IR?. Sea

to € I. Se define la derivada de f en to, denotada por f'(t) o L(ty), como el limite

. f(to+h) —£(to)
1\
£(to) = lim h

cuando éste existe. En tal caso se dice que el camino f es diferenciable en ty. Si f es

diferenciable en todos los puntos to de I, decimos que es diferenciable en I.

La derivada de un camino f : I C IR — IR" en un punto ty € I, es un vector en el

espacio IR". De hecho, viendo la siguiente cadena de igualdades, en donde

£(t) = (21(t),22(t),. .., 20(t))

f(to + h) - f(to) $1(t0 + h), o ,.Z‘n(to + h) - (ﬁl(to), ces ,In(to))

! _ z o 7
flo) == — =1 h
. Hm C(]l(t() + h) — ZEl(to) ZEn(to —f- h) — In(t0>
150 h h
= (Hm xl(to + h) _ xl(to) s, im x"(to + h) _ xn(t0)>
h—0 h h—0 h

= (w1(to), -, 2, (t0))

Un hecho geométrico relevante acerca del vector f'(¢y) de un camino diferenciable
f: 1 C R — R? es que éste es tangente a la curva correspondiente en el punto donde
se calcula la derivada y que apunta en direccién al recorrido de la curva. Siendo
f: 1 CR — R" un camino diferenciable al vector f'(¢) se le llama vector velocidad

del camino en el punto f(t) € R".

Sif: I CR — R"esun camino de clase C1, y si f'(t) # 0 (el vector 0 de R")

para todo t € I, entonces se dice que el camino es regular, [1], [3], [18].

Ejemplo 6.3.1 Sea f : [0,27] — IR? el camino f(t) = (acost,asent) Este es un
camino diferenciable, pues sus funciones coordenadas ¥ = acost, y = asent, los son.
La derivada de f es

f'(t) = (—asent,acost)
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f'(1) f(i)+h)

f(1)

Figura 6.9: El vector tangente f'(y) a la curva en f(to)

Noétese que, tomando el producto punto del vector f(¢) con el vector f'(¢) se tiene

f(t) - f'(t) = (acost,asent) - (—asent,acost)

= —a’sentcost +a’sentcost =0
de modo que f'(t) es perpendicular a f(t) para todo t

Y '
A f (0
f

/—\ (1)

Y
=

S
~
[ NG Y )
3

Figura 6.10: El camino f(t) = (rcost,rsent) y su vector velocidad f'(t) =

(—rsent,rcost)

Ejemplo 6.3.2 .

Consideremos el camino f : [0, 7] — R? dado por f(t) = (acos2t,asen2t). La curva

descrita por f es el mismo circulo 22 + y? = a? descrito por el camino f del ejemplo
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anterior. Para este camino f se tiene

f(t) = (—2asen2t,2a cos 2t)

En t = 0, ambos caminos se encuentran en el punto inicial £(0) = £(0) = (a,0). Sin
embargo obsérvese que f'(0) = (0,a) y ?/(O) = (0,2a), de modo que la velocidad en el
arranque de f es el doble del la de f. Esta es una situacién que se mantiene durante

el recorrido de las curvas correspondientes

Y L f(12)
f'(1)

y

@ @y

De esta manera podemos explicarnos por que el camino f le toma solamente 7 segun-

dos recorrer el circulo completo, la mitad del tiempo del que toma a f (27seg.)

Ejemplo 6.3.3 .

Sea la funcién f(t) = (¢, |t|). Este es un camino en IR? pues sus dos funciones coor-
denadas, no se trata de un camino diferenciable, pues la funcién y(t) = |t| no es

diferenciable en t = 0

Yy

f

/\\ £

<—|—>]R =X
t
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Obsérvese que es justamente en el valor £ = 0 en el que se presentan los problemas

para el vector velocidad f'(t) en £(0) = (0,0) dicho vector no existe.

Ejemplo 6.3.4 .

Sea la funcién f(t) = (at —asent,a—acost) (cicloide). No hay duda de que este es un
camino de clase C'*, pues las funciones coordenadas x = a(t —sent), x = a(1l — cost)

lo son. El vector velocidad de esta curva es
f'(t) = («/(t),y'(t)) = (a — acost,asent)

Se ve entonces que por cada miltiplo de 27 (cada vez que el circulo que rueda sobre
eje X, cuyo punto es la periferia da origen a la cicloide, da una vuelta completa), se
tiene.

t'(2km) = (a — acos 2kw, asen 2kw) = (0,0)

asi que la cicloide, siendo una curva de clase C!, no es regular

Y

Observaciones

» Seaf: I C R — R®un camino regular. Sea ¢, € I. La recta tangente a la curva
correspondiente en f(Z) es la recta en R® que pasa por f(ty) y tiene por vector

paralelo a f'(ty), es decir

Lr: P= f(to) + ’I“f/(tg), relR

» Para el camino f : 7 € R — IR3, el plano normala la curva correspondiente
en f(ty) es el plano en IR® que pasa por f(ty) y tiene ahi por vector normal al

vector f'(ty), es decir:
Pn: (P—1£(ty)) - f'(te) =0
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= La propiedad de que una recta dada (en R* o en R?) sea tangente a una curva,
debe ser una propiedad de la curva en si y no del camino f : I C R — R? (o

IR?) que tiene por traza dicha curva.

6.3.1. Ejercicios propuestos

1. Hallar la derivada del camino dado en el punto indicado:

a) f(t) = (sen®t,sent?), para t = 5

b) £f(t) = (V3t+1,In*(t> + 1)) parat =0

c) £(t) = (cost,cos? 2t, cos® 3t), para t = 7

2. Diga si el camino es Diferenciable, regular. Justifique su respuesta

a) £(t) = (3t — 1,4t + 5)
b) £(t) = (262 +4,4¢> — 2t* + 1)

c) f(t) = (t, > + 3t* — 5¢3 + 9% — 10t + 23)
d) £(t) = (1,t3)

e) £(t) = (£*,1%)

3. iCierto o falso?. f : I C R — R" es un camino diferenciable tal que f(¢) # 0,
Vt € I, entonces la funcién ¢ : I C R — R, ¢(t) = ||f(t)] es diferenciable y
£ ()] = |I£(t)]]" (es decir (f'(t)) = ¢'(£(t))). Si es cierto, demuestrelo. Caso

contrario, de un contraejemplo

4. ;Cierto o falso?. f : I C R — R" es un camino diferenciable tal que f(¢) # 0,
Vt € I, entonces f(t) - £'(t) = ||£(¢)]| - ||f'(¢)]|. si es cierto demuestrelo. Caso

contrario de un contraejemplo.

5. Sea f : [0,27] — IR? el camino f(t) = (acost,bsent), donde a y b son dos reales
positivos. Demuesre que f(t) Lf'(t),Vt € [0, 27| si y sélo si a = b. Interprete este

hecho geométricamente.

6. Hallar el(los) valor(es) de ¢ para los cuales el vector tangente al camino f : R —
R?, f(t) = (2t> + 1,3t — 2), sea paralelo al vector V = (2, —1).
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10.

11.

6.4.

Considerando el camino regular f : I C R — R?, f(t) = (¢, ¢(t)), demuestre
que la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcion ¢ : I TR — R

en el punto x = z¢ € I, es
y = ¢ (x0)(2 — m9) + p(z0)

Determine la ecuacién de la recta tangente y del plano normal a la curva descrita

por el camino f : I C R — R?, en el punto indicado

a) f(t) = (t+ 1,3t — 1,2t — 5), en el punto P = f(to)
b) £(t) = (£ —2t,1*+1,3), en el punto P = £(1)

c) £(t) = (e *,e " t), en el punto P = £(0)

d) £(t) = (e'sent, e’ cost,5t), en el punto P = £(0)
e) f(t) = (3cost,1,2sent), en el punto P = f(r)

Determinar los puntos en que la recta tangente a la curva descrita por el camino

f: R — R f(t) = (3t — t3,3t%,3t + t°) es paralela al plano 3z +y + z = 5.

Hallar el punto en que la recta, imagen del camino f : R — R?, f(¢) = (¢ +

1,3t — 2,2t — 1), estd més cerca del origen.

Demuestre que el punto P en que la recta, imagen del camino f : R — R?,

f(t) = (at + a,bt + B, ct + ), estd mds cerca del origen, es P = f(t;), donde

ta = aa+bB+cy
0= — e

Reparametrizaciones

Sea f: I C R — R" un camino. En varias ocasiones hemos mencionado el hecho

de que un camino se puede ver como un objeto matemaético caracterizado por dos as-

pectos: la curva que describe en el espacio R™ (su traza), que es como la “carretera”

por la que circula el punto f(¢) € R", y , por otro lado, la manera como el punto

f(t) recorre tal carretera; més ain, la velocidad a la que el punto realiza el recorrido.

Uno de los objetivos fundamentales en el estudio de caminos f : I C R — R" es

el de las propiedades geométricas de las curvas que éstas representan. Estas propie-

dades no dependen generalmente de la velocidad a la que se recorre la curva, sino
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solamente de la curva en si, es decir, de la forma geométrica de la imagen del camino
f. Sin embargo, es via del camino f que se estudia tales propiedades. De echo, algunos
conceptos geométricos importantes en el estudio de la geometria de curvas, se define
por medio de un “recorrido con ciertas caracteristicas” que se hacen en ellas, es decir,

por medio de un camino concreto de f que tenga por imagen la curva en consideracién.

En esta guia considerariamos lo relacionado al parentesco existente entre los di-
versos caminos que describen una misma curva. Tal parentesco se llama “reparametri-
zacion”. De manera poco precisa podemos decir que la parametrizacién de un camino
f: I CIR — R" es otro camino f : J C R — RR"™ con la misma imagen de f. De
otro modo, el camino f es una parametrizaciéon del camino f si la curva descrita por
f es la misma que la descrita que por f. Esta no serd, sin embargo la definicién de
reparametrizacion que aceptamos. Tendremos que avanzar un poco mas en la teoria
para afinarle algunos detalles desagradables que admite esta idea general, y establecer

asi la definicion de este concepto que nos servira.

Antes que nada, un comentario para justificar el termino “reparametrizacion ”. Ya
se habfa mencionado que a las funciones coordenadas de un camino f : I C R — R?
o R? se les solfa llamar “ecuaciones paramétricas” de la curva que describe el camino.
Con tal terminologia, a la variable independiente ¢ se llama “parametro”. En esta
perspectiva entonces, la reparametrizacion de un camino no es mas que un cambio en
el parametro t en las ecuaciones paramétricas de la recta, es decir, un cambio inde-
pendiente del camino f. Notese que, viendo el parametro ¢ como el tiempo en que el
punto f(¢) recorre la curva, un cambio en la escala del tiempo representard un cambio
de velocidad del desplazamiento del punto f(¢) por la curva. De esta manera caemos
nuevamente en la cuenta de que siendo f un camino que describe la misma curva que
f (una parametrizacién de f), la diferencia entre ellos debe estar precisamente en la

velocidad del recorrido de la curva.

Tenemos entonces el camino f : I C IR — IR" definido en el intervalo I C R. La
manera de obtener una reparametrizacion de f es simplemente dejar correr el tiempo
t en el intervalo I de otra manera. Esto lo podemos lograr definiendo un funcion
¢ : J — I de la variable s. Mientras la variable real s recorre el intervalo J, la

imégenes ¢(s) recorre el intervalo I; estos seran los valores t = ¢(s) que tomara f
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para asignar los puntos f(¢) € R". La primera condicién natural que debe cumplir
v es que debe ser sobreyectiva, para asegurar que las imdgenes ¢(s) tomen todos los
valores de t en I. Observe entonces que podemos concebir a una reparametrizacién de
f como una composicién de f con ¢. Mas precisamente, dada la funciéon sobreyectiva
@ :J — I definida en el intervalo J de R y tomando valores en el intervalo I de R
podemos componerla con el camino f : I C I — R" para formar asi la nueva funcion
fop:JCR — R" Siendo f un camino, esta funciéon es continua. Otra condicion
natural que surge para la funcién ¢ es que sea continua asegurandose asi de que la
composicién fop sea una funcién continua (compuesta de funciones continuas es una
funcién continua) y por lo tanto ser un nuevo camino, el cual, es claro, tiene la misma

traza que el camino f (figura 6.11)

f
/—(P\ /—*
—— R —— R
S b
Rn

\_/

Jo®

Figura 6.11: Reparametrizacion del camino f

Si el camino f es diferenciable (respectivamente de clase C''), nos gustaria que esta
propiedad no se perdiera con la reparametrizacién f = foyp, de tal manera también
pediremos que la funcién ¢ = p(s) sea derivable (de clase C'). En tal caso tenemos
la composicién f = fop de funciones diferenciables (de clase C'), la cual es entonces

diferenciable (de clase C', respectivamente) y segin la regla de la cadena

f'(s) = (fop)'(s) = f'(¢(s))¢'(s),s € J

En la férmula anterior ¢'(s) es la derivada de la funcién ¢ : J — I en el punto
s € J; por lo tanto es nimero real, en tanto que f'((s)) es la derivada del camino f en
el punto t = ¢(s), el cual es un vector en R". Siguiendo la tradicién de escribir primero
los escalares y luego los vectores en un producto, la formula anterior la escribimos

CcOomo
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Esta féormula describe la relacion entre los vectores velocidad del camino f con los
correspondientes de su reparametrizacién f : segin ella el camino f se mueve en el
punto f(s) € R™ a una velocidad igual f'(s) veces la velocidad que llevarfa el camino

f en ese punto (el cual corresponde al punto t = ¢(s)) (figura 6.12)
L O=0"()f (1
1

(P
JO=As)

R R
sy o0 [

\/

Joo

Figura 6.12: Diagrama de la composicién f = f o ¢

Consideremos, por ejemplo el camino f : [~1,1] — R? dado por f(t) = (t,1?).
La curva que describe es el arco de la parabola y = x? comprendido entre [—1,1].
Ciertamente este es un camino regular, pues su vector velocidad es f'(t) = (1,2t) #
(0,0) para todo t € [—1,1]. Sea ¢ : [0,27] — [—1,1] la funcién t = ¢(s) = — cos s.
Esta cumple la condicién de sobreyectividad y diferenciabilidad que habiamos pedido
para que la composicion
fop : [0,27] — IR? sea un nuevo camino diferenciable (de clase C'). Esta es entonces

la reparametrizacion f de f dada por:

f(s) = (fop)(s) = f(p(s)) = f(—coss) = (—coss,cos’ s), s € [0,27]

El vector de velocidad f es:

f(s) = (sen s, —2sen s cos s)

el cual, como dijimos, se puede escribir como

f'(s) = (sens)(1, =2 cos 5) = ¢'(s) f'(1p(s))

Obsérvese que mientras que el camino f recorre una vez el arco de la parabola y = x?

del punto f(—1) = (—1,1) al punto f(1) = (1, 1), tomando para tal recorrido 2 segun-
dos, la reparametrizacion f efectia el mismo recorrido de ida y vuelta, comenzando
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también por el punto f(0) = (—1, 1), yendo de este al punto (1,1) = f(7) (durante los
primeros 7 segundos) y regresando luego al punto (—1,1) = f(27) (en los siguiente 7

segundos) figura 6.13

AY
f (-1,1) (L)
)
'1 t=-cos 1
r—
L (' ]
0 5
/ ]?(S)
o S

Figura 6.13: Los recorridos del camino f y de su reparametrizacién f

Definicién 6.1 Sea f : I C IR — IR" un camino regular. Sea ¢ : J C IR — |
una funcién de clase C' sobreyectiva que ¢'(s) # 0,Vs € J. Entonces el camino
f=fop:JC R — IR" se llama reparametrizacion del camino £ (el cual también
resulta ser regular), [1], [5], [20].

La condicién ¢'(s) # 0,Vs € J nos dice que (siendo ¢ de clase C1), o ¢(s) >
0,Vs € J, 0 ¢'(s) <0,Vs € J. Escribamos I = [a,b], J = [¢,d] y veamos qué sucede
en cada uno de los casos.

Si ¢'(s) > 0,Vs € J, entonces ¢ es una funcién creciente en J de modo que

¢(c) = a, ¢(d) = by asi los puntos inicial y final de f coinciden con los respectivos

de f, pues f(c) = (fop)(c) = f(p(c)) = f(a) y £(d) = (fop)(d) = [(¢(d)) = f(b).
Ademas el vector velocidad f'(s) se obtiene de multiplicar el vector velocidad f'((s))
por el escalar positivo ¢/(s), s € J, de modo que ambos vectores tiene la misma
direccién. En este caso, entonces, en camino f recorre la curva descrita por f, en la
misma direccién que lo hace f. Diremos que f es una reparametrizacién de f que
conserva la orientacién. (figura 6.14)

Un anélisis similar en el caso de que ¢/(s) < 0,Vs € J nos dice que en tal caso f
recorre la curva descrita por f en direccién contraria a la de f. En este caso se tiene
que o(c) = d, p(d) = a, de modo que el punto inicial de f es f(c) = f(p(c)) = f(b) =
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f®)=f(d)

fta)y=ftc)

1
1
1
1
1
1
1
1
;
S

fau

Figura 6.14: Una reparametrizacion que conserva la orientaciéon

punto final de f, y el punto final de f es f(d) = f(¢(d)) = f(a) = punto final de f
en este caso diremos que f es una reparametrizacién que invierte la parametrizacion.

(figura 6.16)

bty _ b)=f(d
fafTe) JOD

\/

1 i o ———

ok

f=fe

Figura 6.15: Una reparametrizaciéon que invierte la orientacion

Ejemplo 6.4.1 .

Sea f : [a,b] — IR"™ un camino regular. Sea k una constante positiva. Para recorrer la

curva descrita por f, k veces podemos tomar la funcién ¢ : [0, %] — [a,b] dada
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por ¢(s) = ks + a.

La reparametrizacion f : [0, ;a] — R", f(s) = (fop)(s) = f(ks + a) tiene por
vector velocidad a

I / / / b—a

F'(s) = ¢'(s)f (o(s)) = k(' (ks +a)), s € [0, ——]

Si quisiéramos recorrer la curva descrita por f con una velocidad k veces mayor que la
correspondiente de f, pero en sentido inverso al de f, podemos considerar la funcién
¢ : [0, CLT_b] — [a, b] dada por ¢(s) = ks+b donde k ahora es una constante negativa.
La reparametrizacién f : [0, 22] — R", f(s) = f(ks+b) tiene por vector velocidad a

F(s) = (6) (plo) = K (ks + 05 € [0,

Un caso particular de esta tultima situacion es cuando £k = —1. En tal caso el
camino f : [0,b — a] — R" dado por f(s) = f(b — s), recorre la curva descrita por
f con la misma velocidad -en mdédulo- de f pero en sentido inverso al de f. En este
caso particular se dice que el camino f es el (camino) inverso de f y se suele denotar
como —f. Una manera alternativa de estudiar este camino, dejandolo definido en el
mismo intervalo [a,b] en que estd definido f, es tomar la funcién ¢ : [a,b] — [a,b],

©(s) = a+b—s. Asi tendriamos (figura 6.16)

(=/)(s) = flp(s) = flat+b—s),s €[a,]

N OR0

fta)=-/(b)

Figura 6.16: El inverso del camino f
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Ejemplo 6.4.2 .

Sea f : [0,27] — IR? el camino f(t) = (cost,sent). La curva que describe f es,
como sabemos, la circunferencia z? + y? = 1, a partir del punto (0,1) y en sentido

antihorario. Segun el ejercicio anterior, tomando k = 5

_ o2 _
Tenemos que el camino f : [0, 3] — R? dado por f(s) = f(5s) = (cosb5s,sen 5s)
recorres la circunferencia 2% + y?> = 1, 5-veces més rapido que f, haciendo dicho
recorrido igual que f, en sentido antihorario. Poniendo ahora K = —2, tenemos que

el camino f : [0, 7] — R? dado por:

f(s) = f(—2s+ 2m) = (cos(—2s + 27), sen(2s + 27)) = (cos 2s, — sen 2s)

recorrerd la curva x? + y*> = 1, partiendo de (1,0) y en sentido horario, con una
velocidad del doble (en magnitud) de f. El camino inverso de f serd — f : [0, 27] — R?,
(—=f)(s) = f(2mr—s) = (cos(2m —s),sen(2m —s)) = (cos s, — sen s). Este camino, como
dijimos ya, debe recorrer la curva 22 + y? = 1 en 27 segundos (igual que f) pero en

sentido contrario al de f. (figura 6.17)

2m (1,0

Figura 6.17: El camino inverso de f(t) = (cost,sent)

Teorema 6.4.1 Sea f : I C R — R*(0 IR*) un camino regular y sea otra funcion
compuesta f = fop : J C R — IR* (0o IR*) una reparametrizacion de él (donde
o J — I esla funcion de la definicion). Entonces la recta tangente a la curva C
(traza de £) en f(ty) (to un punto de I) es la misma que la recta tangente a C en
f(s0), donde ty = p(s0)

Para el caso de una camino regular en R, digamos f : I C R — RR?, el plano normal

a la curva correspondiente en el punto f(ty) estd determinado por tal punto y por el
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vector f'(ty) € R®. como habiamos visto, tal plano es

2'(to)(z — x(to)) + ¥/ (to) (y — y(to)) + 2'(t0) (2 — 2(t0)) = 0

donde f(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Sea f = fop : J C R — R* una reparametrizacién
de f. Sea sy de modo que ¢(sg) = ty. Entonces

f'(s0) = ¢'(s0) f'(¢(s0)) = ¥'(s0) (2" (o), ¥' (o), 2’ (to)) = 0

de modo que el plano normal a la curva en f(sq) = f(t) es

¢ (o) (to)(x — x(to)) + ¢'(s0)y' (o) (y — y(to)) + ¢'(s0)2'(t) (2 — z(to)) = 0

Como ¢'(z9) # 0, podemos dividir toda ecuacién por ¢'(sg) y llegar a la ecuacién
del plano obtenida con el camino f. Asi pues, si una curva C en R? es la imagen de
un camino regular f : I C R — R?, las rectas tangentes y planos normales a C' se

pueden obtener con cualquier reparametrizacion f de f.

Ejemplo 6.4.3 .

Sea el camino (la hélice) f : R — R?, f(t) = (cost,sent,t) en el punto f(%) Para
limitar nuestra atencién sélo en un pedazo de la curva alrededor de ese punto, restrin-
gimos el dominio de f al intervalo [0, Z]. Sea ¢ : [1,e™?] — [0, g]
Entonces f = fop : [1,e™?] — R?, f(s) = f(¢(s)) = (cos(Ins),sen(In s),In s) es una

- 7r
reparametrizaciéon del arco hélice descrito por f. Para s = e™/* tenemos f(s) = f (Z)

la funcién ¢(s) = In s.

El vector velocidad f es

£/(s) = (—1 sen(In s), + cos(In s), 1)

S S S

que €en s = e”/4 S€ ve Ccoimo

- (o (2)(2) )
2 ]’ 2 |

— /4 <_£ ﬁ 1)
27 27

Asf que la recta tangente a la curva en f(e™*) tiene por ecuaciones paramétricas a

Vi3

— Y2 marZ
x 9 e 28
7T2 2
—— —7/4
z 4—1—6 S
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que son la ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por (xg,yo, z0) y tiene a

v = (a, b, c) por vector paralelo se pueden ver en general como

xr =z + kat
y=yo+ kbt ; teR
z=zg+ kct

donde k es cualquier constante no nula, pues al ser v paralelo a la recta, el vector

\/5\/§7T>
y

kv = (ka, kb, kc) también lo es (k # 0). El plano normal pasa por (7, ERP)

tiene por vector normal a f'(e™*), es entonces

—e‘“/‘lg (x - g) + e‘”“? (y - \/—5) + e/ (z - z)

O sea

[

z:g—l— (x—y)

6.4.1. Ejercicios propuestos

En los siguientes ejercicios considere el camino regula f : [—1,1] — R". Diga
cudles de las funciones ¢ : [~1,1] — R dadas, produce una reparametrizacién f =
fop:[—1,1] = R" del camino f.

6. Seaf :[—1,1] — R? el camino f(t) = (2 + 1,3 +3t+2). Sea ¢ : [~1,1] — [0,1]
una funcién de clase C*, sobreyectiva, tal que ¢'(s) > 0,Vs € [—1,1]. Si p(0) =
1/2,¢'(0) = 2, obtenga el vector velocidad de la reparametrizacion f = fogp

para s = 0.
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6.5. Reparametrizacion por longitud de arco

Consideremos un camino regular f : [a,b] — R" y supongamos un punto de paso
p = f(tp) € R" de la curva que describe (ty algin punto en [a, b]). Siendo f de clase
C! podemos calcular, para cada t € [a,b], la longitud de f entre t =, y t. Esta es

claramente una funcion de ¢, designada por ¢ (t), [1], [5]. Entonces

b(t) = / (1) | des

(Aceptamos que si t < ty (i.e. el punto f(t) estd antes en el recorrido de f que
p = (o)), entonces la longitud del camino es negativa) Segun el teorema fundamental

del calculo tenemos
() = E @), t € [a,b]
Como nuestro camino f es regular, entonces ¢'(t) = ||f'(¢)|| > 0, V¢ € [a, b]. Ademés,

es claro que 1 es una funcién de clase C', pues su derivada ¢/(t) = ||f(¢)|| es continua.

Sea [¢,d] C R el intervalo en el que la funcién ¢ manda las imédgenes ¢(t), t € [a, b]

por ejemplo, si hubiéramos tomado p = f(a), entonces la funcién ¢ : [a,b] - R

b(t) = / (1) | des

manda el intervalo [a, b] al intervalo [0, £(f)] sobreyectivamente donde ¢(f) es la lon-

gitud de f entre t =a y t = b.

puesto que ¥ : [a, b] — [c, d] es una funcién de clase C! tal que ¢'(t) > 0,Vt € [a, b],
existe entonces la funcién inversa ¢! : [, d] — [a, ], la cual también es de clase C*
y ademds, como (1) (1 (t)) = 1, Vt € [a, b], también se tiene (1) ~1)(s) > 0,Vs € [c, d].

Obsérvese que la funcién ¢~ : [¢,d] — [a, s] tiene entonces todas las caracterfsti-
cas que se necesitan para que f = f o ¢ sea una reparametrizacién de f. para s € [c, d]

tenemos

f(s) = (fo¢)(s) = £(o(s))
( Podemos poner as como un longitud de una parte de la curva descrita por f)

Obsérvese que el vector velocidad f/(s) es

f'(s) = ¢'(s)f' ((s))
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//i\ 1)

r | 1

L [ i

a ¢

o=y o(t) = [[f (t)]|dt
r | 1
c K d
f=fo0
Figura 6.18: Gréfica de la curva C descrita por f y f

Pero

donde s = ¢(t) = [ ||f'(u)||du. Entonces

1

R 0]

1)1 =1

De modo que f es una reparametrizacién de f cuya propiedad es recorre la curva

de sus imagenes a una rapidez constante igual a la unidad. Diremos que f es una

reparametrizacion de f por longitud de arco, en el sentido de que la nueva variable

dependiente s de f es justamente la longitud del camino entre ¢, y ¢

s:szlnmeu

Nétese que ty € [a,b] no jugo papel alguno en la discusién anterior. Podemos

entonces sin perdida de generalidad, tomar siempre ty = a.

Ejemplo 6.5.1 .

1.

Calculo Iy 11

Considere el camino f : [0, 277r] — R? dado por:
s s
f(s) = <rcos —,7sin —)
r r
Este es la parametrizacién por longitud de arco del circulo 22 432 = r2. Calcule
f”(s). Compruebe que este vector es ortogonal a f'(s) para toda s en [0, 27r].

Interprete geométricamente este hecho. Calculel|[f”(s)]|.
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2. Consideremos el camino f[0,sinh 3] — IR* dado por:
f(s) = (111(3 + V82 + 1), cosh(In(s + Vs + 1)))

Esta es la parametrizacion por longitud de arco de la cateriana y = coshz en
el intervalo [0, 3]. Calcule f”(s). Compruebe que este vector es ortogonal a f'(s)
para toda s en [0, sin h3]. Calcule [|f”(s)]|.

3. Seaf: I CIR — R" un camino parametrizado por longitud de arco. Demuestre

que el vector f”(s) es ortogonal al vector f'(s) Vs € I.

6.6. Curvatura

La idea general que se persigue en el estudio de la curvatura de una curva es la de

medir la rapidez con que la curva se aleja de su recta tangente en un punto de p de ella.

Ea

Figura 6.19: Dos curvas con diferentes curvaturas en el punto p

Para tener una medida de la rapidez de variacion en la direccién del vector velo-
cidad de un camino, debemos tomar un camino que tenga rapidez ||f'(¢)|| constante
digamos igual a la unidad pues en tal caso ||f'(t)|| seria una medida (la medida que
necesitamos) de cuanto esta cambiando la direccién del vector f'(t) de la curva en el

punto f(t).

Definicién 6.2 Sea f: I C IR — IR" un camino dos veces diferenciable parametri-
zado por longitud de arco. Al niimero k(s) = ||f”(s)|| se le llama curvatura de f en la
variable s, [5], [20].
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Observacién:

= Seguimos respetando el uso de la letra s para denotar a la variable independiente

(la longitud de arco) de un camino reparametrizado por longitud de arco.

» Usaremos la notacion T(s) para designar al vector f'(s), llamado vector tangente
unitario de f en s. Entonces T(s) es el vector tangente (el vector velocidad) del

camino f : I C IR — R" parametrizado por longitud de arco, y asi:
IT(s)|=1Vsel
. Con esta notacién la curvatura de f en s se ve como:

k(s) = T (s)ll

Nota:

» Sea el camino regular f : I € R — R* dos veces diferenciable, la curvatura

denotada por k(t) esta dada por:

e < )
SN T

» Sea f : I C R — RR? un camino regular dos veces diferenciable la curvatura

esta dada por
|'()y" () — 2" @)y’ (1)
((@'(1))* + (v (1))?)*2

k(t) =

Definicién 6.3 Sea f: I C IR — R? un camino reqular dos veces diferenciable. Para
los puntos p(t) — IR* de la curva que describe f en los cuales la curvatura k(t) es no
nula, se define el radio de curvatura de £ en p denotado por r(t), como r(t) = Ol
Se llama circulo osculador de la curva en p al circulo que pasa por p, tiene radio
igual a 7(t), y cuyo centro se encuentra en la direccién del vector T'(s), donde f es
la reparametrizacion por longitud de arco de £ (es decir si C(t) € IR* es el punto

donde se encuentra el centro, el vector C(t) — f(t) debe tener la misma direccion que
el vector £ (s)), [17], [18], [20].
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Figura 6.20: El circulo osculador en una curva

Observaciones:
» El vector c(t) — f(t) es tal que:

1. Tiene magnitud igual a r(¢) = radio de curvatura.

2. Si k(t) > 0, su direccién coincide con la del vector unitario V(s) =

1
1£ ()]l

a la misma direccion.

(—y/(t),2'(t)), pues en este caso los vectores f(s) y V(s) apuntan

3. Si k(t) < 0, su direccién es opuesta a la del vector V(s). Estas tres condi-
ciones se pueden escribir con la tinica férmula:

1

ct) — (1) = @V(S)

de donde el centro del circulo osculador (llamado centro de curvatura) debe

estar en el centro del punto c(t) = f(t) + V(s) o mejor atn en el punto

k(1)

C(t) = (:v(t) — %Hf’(ﬂlhy(ﬂ + m>

6.6.1. Ejercicios propuestos

1. SiG:R = R? G(t) = (z0, %0, 20) +t(a, b, c) es la parametrizacién de una recta

. Determine la curvatura en cualquier punto.

2. Dada la funcién y = ¢(z). Demostrar que la curvatura en z estd dada por

B ¢" ()
k(z) = (1+ (¢/(2))2)3/2
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3. Determine la curvatura de la curva dada en el punto indicado de los siguientes
ejercicios:

a) A(t) = (cosht,sinht,2t), en el punto p = A(0).
b) A(t) = (t*+ 1,12 — 1,t), en el punto p = A(1).
¢) At) = (e',e7",t), en el punto p = A(0).

4. En los siguientes ejercicios determine la curvatura (con signo) de la curva en el

plano, en un punto arbitrario de ella:
a) A(t) = (cosht,sinht).
b) At) = (2 — 2, ¢* — 1).
c) A(t) = (ef,e™).

5. Calcule la curvatura de la elipse A : [0,27] — R?* A(t) = (acost,bsint), en
donde 0 < b < a jEn qué puntos la curvatura alcanza sus valores maximo y
minimo?.

6. Calcule la curvatura de la pardbola y = 2. ;En qué punto de ella la curvatura
alcanza su valor maximo?. ; Existe algin punto en que la curvatura sea minima?.

7. Determine la curvatura de la parabola de m-ésimo orden y = x™.

8. En los siguientes ejercicios determine el circulo osculador de la curva dada en

6.7.

los puntos indicados

a) y = 22, en el origen de coordenadas.

b) y = cosz, en el punto (0,1).

1
c) y= 112" el punto (0,1).
Torsién

Sea f : I C R — R® un camino regular tres veces diferenciable parametrizado

por longitud de arco. Centraremos ahora nuestra atencién en la rapidez con que una

curva se aleja de su plano osculador en la vecindad de un punto dado de ella. Es-

ta rapidez estd relacionada (directamente) con el concepto que estudiaremos en esta
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seccion llamado torsién y es una cantidad escalar.

é 1 Plano osculador en P A 5

Figura 6.21: La curva C] tiene “mas torsiéon” que la curva Cs en p

La forma de medir la rapidez de alejamiento de la curva C' de su plano oscula-
dor es por medio del vector binormal B(s) = T(s) x V(s) que es un vector unitario
ortogonal al plano osculador de f en s. Puesto que ||B(s)|| = 1, Vs € I, ||B/(s)]|
medird precisamente la rapidez con que el vector binormal B(s) estd cambiando de

direccién en los alrededores del punto estudiado, [5], [20].

Puesto que B(s) = T(s) x V(s), tenemos, derivando
B'(s) = T'(s) x V(s) + T(s) x V'(s)

= B'(s) = T(s) x V'(s). Por otra parte, puesto que B(s) es un vector unitario,
tenemos que el vector B'(s) es ortogonal a B(s). En resumen tenemos los hechos

siguientes:

1. B'(s)LB(s) = B(s) pertenece al plano osculador de f en s.

2. B/(s) = T(s) x V'(s) lo cual nos permite concluir que B'(s) LT(s).
Conclusién: B/(s) es un vector paralelo al vector V(s). Debe haber entonces un
escalar 7(s) que B'(s) = 7(s)V(s) (|7(s)| = ||B'(s)]])-

Definicién 6.4 Sea f : I C R — IR® un camino reqular tres veces diferenciable

parametrizado por longitud de arco tal que £"(s) # 0, Vs € I (i.e. la curvatura k(s) es
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6.7. Torsion

siempre no nula). El nimero real 7(s) tal que B'(s) = 7(s)V(s), donde B(s) y V(s)

son los wvectores binormal y normal principal de f en s respectivamente, se llama
torsion de f en s, [5], [18].

Observaciones:

= Una curva en el espacio queda caracterizada por completo por las dos medidas;

la rapidez con que se “curva”’ y la rapidez con que se “tuerce”.

= Una curva es plana (es decir, es la imagen de un camino f : I C R — R? tal

que f(s))se encuentra en el plano en R?, Vs € I si y sélo si su torsion es igual a
cero, Vs € I. En efecto si 7(s) = 0, se tiene que B'(s) = 0= B'(s) = v, Vs € I.
De aqui se tiene que f'(s).B(s) = f'(s).v =0, Vs € I o sea que £(F(s)v) =0,
de donde f(s).v = cte, Vs € I, y por lo tanto, concluiremos finalmente que f(s)
se encuentra en el plano cuyo vector normal es v, Vs € I. Reciprocamente, si
f(s) se encuentra en un plano Vs € I, entonces dicho plano es el plano osculador
de la curva en todo punto de ella, por tanto el vector unitario B(s) no cambia

de direccién, por lo que B/(s) = 0, de donde 7(s) =0, Vs € I.

6.7.1. Ejercicios propuestos

1.

Calculo Iy 11

Sea f : J C R — RR? la parametrizacién por longitud de arco de f. Calcular la

torsion de f en ¢, donde t = p(s).

Demuestre que la curva (imagen del camino) A : R — {—1,1} — R®.

1+ 1 1

A(t) = + , ; es plana . Determine la ecuacién del plano en que
1—¢t'1—-t2"1+¢

se encuentra.

Demuestre que la curva f : R — R?. f(t) = (acosht, asinht, bt)tiene curvatura

y torsion iguales en todos sus puntos, si y sélo si a = b.
Considere la hélice f : R — R?, f(t) = (acost, asint, bt). Demuestre que:

a

b

El angulo que forma la recta tangente con el eje z es constante.
La recta normal en cualquier punto de la curva es perpendicular al eje z.

C

d

El angulo que forma la recta binormal con el eje z es constante.

)
)
)
)

El cociente de la curvatura entre la torsidén es constante.




Capitulo 7

Funciones reales de variable

vectorial

Pre-Requisitos.- Para la compresion adecuada de este capitulo de funciones reales

de variable vectorial se requiere de los conocimientos previos de:

» Rectas y planos en R3.
= Superficies.

» Calculo diferencial de funciones reales de variable real.

Objetivos.-

Definir las derivadas parciales de una funciéon de dos o maés variables.

Proporcionar una interpretacién geométrica de las derivadas parciales.

Discutir el criterio de las derivadas parciales de segundo orden para extremos

relativos.

Mostrar la relacién del gradiente con la derivada direccional.

Mostrar el uso del gradiente para hallar el plano tangente a una superficie.

7.1. Funciones reales de varias variables

Una funcién real de variable vectorial es una funcién del tipo f : U C R" — R

donde a cada n-ada ordenada de ntimeros reales (x1, s, ...,x,) de U, o bien a cada

387



388 7.1. Funciones reales de varias variables

vector x de U, le hace corresponder un nimero real bien determinado f(xy, z, ..., z,).

El conjunto U es el dominio de la funcién f, su codominio es R y el rango de f es el

conjunto:
rangode f={z€ R/ z = f(x), x € U}
Uan f R
&)
Observaciones:

= Cada una de estas funciones esta constituida por:

1. Su dominio U C R"
2. Su codominio R

3. La regla que asocia a cada x € U, el numero f(x) € R, imagen de x bajo

£l

» Esusual, en una funcién f : U C R" — R, dar simplemente la regla de z = f(x)
por medio de la cual se asocia a cada vector x € U, el nimero real z = f(x) y
no dar explicitamente el dominio U de f (se entiende que el codominio siempre
es R). En tal caso se debe entender que el dominio de f es el mayor subconjunto
U del espacio R" para la cual la regla f(x) tenga sentido con x € U (llamado

dominio natural).

1

V1 —x2— 2

Ejemplo 7.1.1 Determine el dominio natural de la funcion f(x,y) =

Resolucién.
Dom(f) C R?

Dom(f) = {(z,y) € R*/1 -2 —y* > 0}

= {(x,y) € R?/2* +9* < 1}[0.2cm]
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7.1.1. Ejercicios propuestos

1. En los siguientes ejercicios determine el domino natural de la funcién z = f(z,y)

dada y haga un esquema que represente este dominio en el plano zy.

a) f(z,y) =Vrt+y

b) f(z,y) =/ +/y

¢) flx,y) =In(1 + 22* + 44?)
d) f(z,y) =In(yn(l+z+y))
e) f(z,y) = arccos(x +y)

f) f(z,y) = arcsin(z + y)2

) fa.) = arctan

2. La funcién f : U € R* — Rees tal que f(z—y, £) = y? — 2% Determine f(z,y).

;Cual es el dominio de la funcién?

3. Sea f : R® — R la funcién f(x,y,z) = e @) Calcule £(0,0,0) y
f(£1,£1,£1). jA dénde manda f los puntos de la esfera unitaria ?

bt =1

7.2. Geometria de las funciones de varias variables

Sea f: I CIR" — IR, definimos la grafica de f como el conjunto
{(z1,29,...,20,y) € R (21,20, ...,2,) €U, y = f(x1,22,...,7,)}

Dada la funcién f: U C R" — R, y el niimero ¢ € Rango de f, se define el nivel

¢ de la funcién f como el conjunto.

{xeU/f(x)=c}=f"(c)
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Ejemplo 7.2.1 Describa las curvas de la funcién z = min(|x|, |y|)

Resolucion:

f7He) = {(c.y) € R* min(Jal, |y|) = c}

_{ 2| |2 < Jy]
Cc =
lyl -yl < |z

X<yl

[
Ejemplo 7.2.2 Describa las curvas de nivel de la funcion f(z,y) =z — |y|
Resolucion:
= [T ={(z,y)/ v = |y| + ¢}
A 2 2y
v J J
H
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7.2.1. Ejercicios propuestos

1.

2.

7.3.

Describa las curvas de nivel de una funcién f(x,y) = ax + by + c.

A la grafica de la funcién f(z,y) = az®+ by? se le llama “paraboloide eliptico”.

., Cémo son las curvas de nivel de esta funcién?

. Se define “minimo de dos niimeros”, min : R* — R, como

z ,six <y

min(z,y) = {

y ,siy<z

Obtenga min(1,—1), min(3,7), min(3,e). Demuestre que la gréifica de esta
funcién es simétrica respecto del plano y = x. Describa las curvas de nivel de

esta funcién.

En los siguientes ejercicios, describa las curvas de nivel de las funciones dadas

y haga una grafica mostrando algunas de estas curvas.

a T,y

b

r,y

) flz,y) =
) flz,y) =
c) flz,y) = J_
) flz,y) =
) flz,y) =

S

&
<

Y

x2 + 1?2
x,y) = arcsin(z + y)

8

Limites y continuidad de funciones de varias

variables

7.3.1. Bola abierta

Sea xo € R" y r > 0. La bola abierta de centro xy y radio r, denotada por

B(XQ,

la bol

r), es el conjunto de puntos de R" que distan de xy en menos que r. Es decir
B(xg,7) = {x € R"/||x — x¢|| <}
a abierta en R es:

B(zg,r) ={z e R/lx —xo| <r}={r e R/xg —r <ax <xo +7}
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r r

( , \ R,

\ ' 7 >
X T X XotT

La bola abierta en R? es:

(x0,7) = {(z,y) € R*/||(z,9) — (zo, )] <7}
= {(z.y) € R*/(z — z0)* + (y — 50)* <1’}

2/ :

\4

La bola abierta en R? es:

B(xo,7) = {(2,9,2) € R*/(x — 20)* + (y — 90)* + (2 — 20)* < r?}

7.3.2. Conjunto abierto

Se dice que el conjunto U C R" es un conjunto abierto de R", si para cada xq € U,

existe un r > 0 tal que B(xq,r) C U

-
R .

Ejemplo 7.3.1 Demostrar que la bola abierta es un conjunto abierto.
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Resolucion:

» Considere la bola B(x,s) C R"

» Tomemos cualquier xy € B(X, $).
» Sear <s—|xo—X|| >0
» Demostraremos que B(xg,7) C B(X,s), y € B(xo,7) = ||y — Xo|| <7
= [ly = x| < {ly = %ol + [Ix0 = x|| <7+ [lx =x[| <5 = [lx0 = x[| + [[x = x][ <’

=y € B(X,s).

7.3.3. Frontera de un conjunto

Sea U C IR" se dice que el punto x5 € R" es un punto frontera de U si toda bola
abierta con centro en xg y radio » > 0 contiene puntos dentro de U y fuera de U. La

frontera de U es el conjunto de puntos frontera de U, y se denota por oU.
Xg es punto frontera de U si para todo r > 0, B(xq,7)NU # 0y B(xg,r)NU*#

7.3.4. Limite de una funcion real de varias variables

Sea f: U C R" — R una funcién definida en el conjunto abierto U de R". Sea
2o un punto de U o bien un punto frontera de U. Se dice que el limite de f cuando

x tiende a xg es L, lo cual se escribe como:

A i) =1
si dado cualquier £ > 0, existe un § > 0 tal que z € B(xo,d) N (z # x9) = f(x) €
B(L,¢)
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Observacién:

» Sea f:U CR? - R, si lim  f(x,y) = L entonces

(z,y)—(x0,y0)

lim f(z,¢(x)) =L, lim f(z,¢(x)) =L

Tr—x0 T—T0

(y = ¢(z), y =1(x) son curvas que pasan por (o, o))

Ejemplo 7.3.2 Considere la funcion f(x,y) = %, ¢Donde estd definida esta
2 +y
funcion?. Demuestre que el limite  lim  f(x,y) no eziste.

(z,y)—(0,0)

Resolucion:

» Seay=p(z)=0

=0 z(0)
oy T ®:8) = = iy f(2,0) = liy 757 = 0
= Seay=1(z) =2
I 0,0 ~1 tin 2 _ 1
i (,y) = (0,0)f(2,9) === lim f(z,9) = lim = = 5
it |
j(xyi{%(l)() f(z,y) no existe

Teorema 7.3.1 Sean f,g: U C IR" — IR dos funciones definidas en al abierto U de
R" y sea x¢ un punto de U o un punto frontera de U. Suponga que:

lim f(x)=L y limg(x)=M

X—X0 X—X0
Entonces:

1. lim (f+¢)(x) = lim (f(x) +g(x)) = lim f(x)+ lim g(x) =L+ M

X—X0 X—rX0 X—X(0 X—X(0

2. lim (fg)(x) = lim (f(x)g(x)) = lim f(x). lim g(x) = LM

. . f . f(x) limf(x) L
3. 8 M+#A0= lim ~(x)= lim = — = —
?é X—X0 g( ) X—X0 g(X) hm g(X) M

Corolario 7.3.1 Si f : U C R*> — IR es una funcional polinomial, es decir, una
funcion del tipo
f(z,y) = Zaijfiy‘j
2%
donde a;; son constantes dadas, entonces

lim  f(z,y) = f(zo,yo0)

(@,y)—(x0,y0)
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7.3.5. Continuidad de funciones reales de varias variables

Sea f: U C R"™ — R una funcién definida en el abierto U de R" y sea xq € U. Se

dice que fes una funcién continua en xXq si

lim f(x) = f(xo)

X—X0

Ejemplo 7.3.3 Una funcién polinomial £ : U C IR*> — IR es continua en cualquier

punto (w9, o) € IR°.

Ejemplo 7.3.4 Dada la funcion f: U C R* — IR

fz,y) = *yy? , (z,y) # (0,0)

0 ,(Ji,y) = (070)

Analizar la continuidad en (0,0).

Ejemplo 7.3.5 Analizar la continuidad de la funcion definida como:

f(z,y) = g @00

0 ,(z,y) = (0,0)
Observacién:

= Sea f : U C R" — IR una funcién definida en el abierto U de IR". Se dice que

f es continua en U si lo es para todos y cada uno de los puntos (z,y) € U.

Teorema 7.3.2 Sean f,g: U C IR" — IR funciones definidas en el abierto U de IR".

St f y g son continuas, entonces:
1. La funcion f+¢g:U C R" — R, (f+g)(x) = f(x) + g(x) es continua.

2. La funcion fg:U C R" — R, (fg)(x) = f(x) = f(x)g(x) es continua.

3. La funcion / U C R" - R, <§) (x) = (x) es continua en todo punto
g
x € U donde g(x) # 0
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7.3.6. Ejercicios propuestas

1. Escriba explicitamente(como conjunto de puntos en el espacio R" correspon-

diente)cada una de las siguientes bolas:

a) B(3,0.5) en R

b) B((2,-3),0.1) en R?

¢) B((1,1,4),2) en R?

d) B((2,1,9,3,5),1) en R®

2. Demuestre que el conjunto vacio () es un conjunto abierto en R". (Sugerencia:

si () no fuera abierto)

3. Demuestre que una condicién necesaria para que el limite 1im g y)— (o) f (2, ¥)

exista y sea L, es que si los limites (iterados)

lim (lim f(z,y)) y lim (lim f(z,y))

T—To Y—Yo Y—Yyo T—TQ

existen, deben valer L.

a) Use la funcién

para demostrar que tal condicion no es suficiente.
b) ;Cuadl es la negacién de la afirmacién anterior?

202 + y? — 22
22 — o2

4. Sea f(x,y,2) =

que el limite lim 4 ) (0,0,0) f (7, y, 2)no existe.

. ;Dénde esta definida esta funcién?. Demuestre

5. En los siguientes ejercicios calcule el limite indicado

21 -1
a) lim {x 4+ Y ]

(I,y)—)(l,l) T — 1 y2 - ]_
b) I sin x sin 3y
(z,9)—(0,0) 2xy
242y —3)(1 -
Y W30 cos)
(2.9)-(0,1) z?(y — 1)
T _1)(e® -1
g m o DE=)
(z,y)—(0,0) Ty
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6. En los ejercicios siguientes, diga en donde la funcién es continua, justificando

en cada caso su respuesta.

a) f(x,y) =2®+4zy + 5y* — Tx + 9y — 10

_ 243y
¢) f(x,y) = sin®(z® cos' y)
D fey =) FrEs S E@NA00)
1 si (x,y) = (0,0)
3,3
e) f(z,y) = xfi—yw si (z,y) 7 (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

7. Estudie la continuidad de la funcién f: R* = R, f(z,y) = sgn(zy)

8. Se dice que la funcién f : U € R* — R, definida en el conjunto abierto U de
R?, es continua respecto a su primera variable (respecto de su sequnda variable)
en el punto (xg,yo) € U, si la funcién ¢(x) = f(x,yo) es continua en zy (si la

funcién ¥ (y) = f(xo,y) es continua en y,, respectivamente).

a) Demuestre que f es continua respecto de su primera variable en (g, yo) si
y s6lo si Hmy, o f(z0 + b, y0) = f(x0, Yo)

b) Demuestre que si f es continua en (xg, ), entonces es continua respecto
de su primera y segunda variable en ese punto.

¢) Demuestre que la funcién f : R* — R dada por:

Ty

si(x, 0,0
vy | w200
0 si(z,y) = (0,0)

es continua respecto de su primera y segunda variable en (0,0)

7.4. Derivadas parciales de funciones reales de va-

rias variables

Sea f: U C R* = R definida en el abierto U de R? y sea p = (g, 1) un punto

de U. Se define la derivada parcial de f con respecto de x en el punto p, denotada
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por 22(p) (0 10, A(p), Drf(p)), como el imite

g_i(p) — lim f(xo + h,y0) — f(@o, yo)

h—0 h

cuando éste limite existe. Del mismo modo, la derivada parcial de f con respecto a y

en p, denotada por %(p) (o fy(p), f2(p), D2f(p)) es el limite (si existe).

a_f(p) ~ lim f(zo,y0 + h) — [ (0, o)

8y h—0 h

Sea f : U C R" — R definida en el conjunto abierto U de R" y sea xg € U
se define la derivada parcial de f con respecto a su i-esima variable en el punto x,

85» (x0) (0 fu;s fi(%0), Dif(—x0)) como el limite

denotado por

0 he;) —
axfi(x()):}lgéf(xrf' eh) f(x0)

cuando éste existe, [5], [17], [3]. (e; = (0,0,...,1,0,...,0))

n—componentes

Observaciones:

» Sea z = f(x,y), Graf(f): “superficie” y y = y el plano

z = f(x,y) : Superficie
Y = 1Yo : Plano

POO=xy,)

(0% 1%y %))

Ly

\4

Yo

Calculo Iy 11
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{z = p(x) = f(x,yo): Curva de interseccién entre la superficie y el plano y = ¥,

o(ro + h) — ¢(xo)

¢'(z0) = lim ?
/ e J@ot hyyo) = f(wo,90)  Of (w0, yo)
#lzo) = }1113(1) h B Ox

que es la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccién entre la

“superficie” z = f(x,y) y el plano y = o en el punto p = (¢, yo).

{ z = f(x,y) : Superfice
= Sea

T = x : plano

‘ \SIT
S y(y)=f(x,.y)

\/

z = f(zo,y) = ¥(y): curva de interseccién entre la superficie y el plano.

Y(yo +h) — P (wo)

dy) = lim Y
B) —
V() = ;lg(l)f(xo’yo—i_ ;)l f(zo,90) :g_g(%?yo)

que es la pendiente de la recta tangente a la curva de interseccion entre la

superficie z = (z,y) y el plano x = xy en el punto p = (o, yo)

» Las derivadas parciales son conceptos “puntuales”, es decir, se habla de la de-
rivada parcial de una funcién en un punto dado (de su dominio). Es por eso

que en general, se debe hacer explicito el punto p = (xg, ) donde estdn eva-

of . Of (o, y0)  Of (0, Y0)

0
luados —f — escribiendo )
ox~ 0Oy ox oy
calculamos las derivadas parciales “en un punto cualquiera (z,y) de su domi-

0
a—i(ofa:}’fya()ﬁ}’ﬁ,Oleysz

sin embargo, muchas veces

nio” En tal caso, basta escribir 9z y
x

respectivamente).
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af 0
Ejemplo 7.4.1 Sea f(z,y) = 2®y>. Determinar —f, of
oxr’ 0Oy

Ejemplo 7.4.2 Considere la funcion f : R* — IR

I—yQ ) Sl (:U7y) 7é (070)

flay)=q = +Y
0 , st (2,y) = (0,0)
Calcular gf(O 0), aféo’ 0). of es continuar en (0,0)?
Y

7.4.1. Ejercicios propuestos

1. En los siguiente ejercicios obtenga las derivadas parciales indicadas.

(2 4+ W)y —

i
@) ho0 h
. 3y?sin(z + h)? + tan(z + h) — 3y?sinz? — tan®z

b) lim

h—0 h

ysinzz(cosxh — 1) 4 y cos zx sin xh

c¢) lim

h—0 h

2. Obtenga las derivadas parciales de las siguientes funciones

a) f(z,y) = ( — 327 + 8y°)°

b) fy) = ‘Z

c) f(x,y)=(2fc+3y) + (22 + 3y)
1

D 1@y = a1

e) f(x,y) = arccos/a? + y?

f) f(ac,y,z)—ln1+(x2+y2+22)1/2

g) f(x,y,z) =xysinz 4+ xzcosy + yztanx

3. Sea f(xy,z2...,2,) = In(z129 - - - z,,). Calcule

4. Sea f(z,y) = 3xy* — 122° + 229°. Verifique que

LOf | Of

o yay =6f(z,y)
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5. Siz = ¢(x,y) es una funcion real de variable real, diferenciable en R. Demuestre

que la funcion dada satisface la expresion indicada.

a) f(z,y) = 2*d(x%y), Tor T 2y8_y =2z

0 0
b) f(z,y) = 2203z + y?), Qxya—i — 3xa—‘§ = 4yz
) fa) =etvoeen,  agh -l s

7.5. Derivadas direccionales

Sea f: U C R" — R una funcion definida en el conjunto abierto U de R" y sea
Xo € U con un punto dado de U. Sea v € R" un vector unitario dado. Se define la

0
derivada de la funciéon f en x(. En la direccién del vector v denotada por a—f(xo) 0
\%

Dy f(x¢), como el limite, [5], [17], [3].

6—f(x0) ~im f(x0 +tv) = f(%o)

ov t—0 t

Observaciones:

= El concepto de derivada direccional es un concepto que generaliza el de derivada

parcial. En efecto, si v = ¢;=i-ésimo vector de la base canénica de IR" ,tenemos

que, efectivamente ||v|| = |le;|| =1y
Of .\ flxo+te) = f(xo0) _ Of
a—ei(xo) = lim . = o, (%0)

la cual mide la variacién de la funcién f en xq en la direccion del vector e;.

= Sea f: U CR* = R, v = (cosf,sintheta)

of o f((wo,m0) + t(cosb,sin b)) — f(xo, yo)
a—v(l'o,yo) = 11_{% p
5_f< Y f(xo+tcosb,yo+ tsinb) — f(xg,yo)
ov To,Yo) = 1% n

Sif=mn/2, v=7j=(0,1), entonces

of o flwo+yo+t) — f(wo,m0)  If (w0, y0)
a—v(l‘m%) = 11_1}01 ; = By

Ejemplo 7.5.1 Sea f(z,y) = z* + y*. Hallar g—f(x,y), si v = (cosf,sinf)
v
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LN

% ) ) ) 070
Ejemplo 7.5.2 Sea f(x,y) =< “ 1Y st (z,y) 7 (0,0) . Calcular g(0,0), v =
0, si(x,y)=(0,0) ov

(cosf,sinb).

] 0,0
Ejemplo 7.5.3 Sea f(x,y) = { sy 0 EO’O; , sea v = (a,b) el vector

0
itario. Calcular — .
unitario. Calcular aV(O, 0)

7.5.1. Ejercicios propuestos

1. Calcule la derivada direccional de las siguientes funciones dadas en la direccién

indicada.

a) flz,y) =3z —2y, v=(1/vV2,1/V2)

b) f(x,y) = 2>+ 4% v = (a,b), en el punto (0,0).

¢) f(x,y,z) = zsiny® cos(z® + tany?), v = (0,0,1).

d) f(x1,m,...,2,) = @121 + 2o + ... + apx,, V= (01,Q0,...,0Q,)

2. Verifique que la derivada direccional de la funcion
flxy, 20, ..., Tp) = @171 + Qoo + ... + ATy, v = (a1, Q2,...,0Q,)

puede escribirse como

af of af af
ov alé?:rl + a20$2 et O‘"axn
3. Sea v = (a,b) un vector unitario en IR?>. Demuestre que el plano perpendicular

a z = 0, que pasa por zy, Yy, para el que v es un vector paralelo (decimos que

el plano estd en la direccién del vector v), se puede escribir como:

T =x9+ at
0 . teR
Yy =1+ bt

4. Demuestre que la curva de interseccién de la superficie z = f(x,y)con el plano

como el descrito en el ejercicio anterior es z = f(xg + at,yo + bt).
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7.6. Diferenciabilidad de funciones

Se dice que la funcién f : U € R*> — R definida en el conjunto abierto U de
IR? es diferenciable en el punto p = (g, yo) si hay constantes A; y A, de modo que
f((zo,y0) + (b1, h2)) = f(z0,90) + Arhy + Ashg 4 7(hy, ho), donde

m T(hla h?) _ O
(h1,h2)—=(0,0) ||(h1, h2)|]

» [51, [17], (3],

Observaciones:

= Supongamos que la funcién f : U C R* — R es diferenciable en p = (29, ) €

U poniendo h = (hy,0) podemos escribir
T(th) _ T(hl) _ f(xO + hlayO) — f(‘r07y0) . Al

hy h hy

Si tomamos limite h; — 0 (i,e. cuando h — 0) obtenemos

I r(h) I (f($o+h1,y;L) — f(Zo, o) —A1) —0
1

h1—0 h1 h1—0
de donde vemos que:

. f(xo+hi,yo) = f(xo,m0)  Of
A1 = hlllglo hl — 3_I<I07 Z/O)

Un argumento andlogo (poniendo h = (0, hy)) nos conduce a

. f@o,yo + ho) — fwo,p0)  Of
Ay = hlzlgo Iy = a—y(l“o, Yo)

» Una condicién necesaria para que una funcién f : U C R? — IR sea diferenciable
en el punto p = (g, 40) € U es que exista sus derivadas parciales en ese punto.

Sin embargo, tal condicion esta muy lejos de ser suficiente

Teorema 7.6.1 Si la funciéon f: U C R* — IR definida en el conjunto abierto U de

IR?, es diferenciable en el punto p = (z¢,%0) € U, entonces es continua en ese punto.
Resolucion:
» Siendo f diferenciable en p = (g, yo) se tiene

F((zo,y0) + (h1 + h2)) = f(zo,y0) + Arhy + Asho + 1(h1, ho)
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» Tomando el limite cuando (hy, hy — 0) y observando que la condicién estable-

cida en la definicién para el residuo r(hq, hs), se deduce que

lim T(hl, hg) =0
(hl,hg)a(0,0)

1i h hy) =
Vemos que (hhh;)n%l(o’o) f(xo + ha,yo + ha) = f(x0,%0)

» Sixz=u1x94 h1, y = yo+ ha, entonces

lim  f(z,y) = f(xo, y0)

(z,y)—(z0,y0)

La cual significa precisamente que la funcién f es continua en (xg, yo)
|

L (@) £ (0,0)
- 5 o LY )
Ejemplo 7.6.1 Sea la funcion f(x,y) = z? + y? . Muestre que

0 J(z,y) = (0,0)
f no es diferenciable en p = (0,0)

Resolucién.-

n f((O, 0) -+ (hl, ]’Lg)) = f(O, 0) -+ Ohl + th —+ T’(hl, hQ)

hiho
hi,hy) =
r(n, o) W2+ 12
. 7“(h1,h2) _ hiho
[(ha, ha)|| (B3 + h3)3/2
. 1 7(h1, ho) . . hihg

(h1:h2)=>0.0) [ (R, h))|| (k1 h2)—(0,0) (hF + h3)3/2
i
e l/ = ]_,
o s = A, Sara, A
Ejemplo 7.6.2 Sea la funcién f : U C IR*> — R dada por f(z,y) = /22 +y2.
Mostrar que no es diferenciable en el origen

Resolucion

= Calculemos las derivadas parciales

ox h—0 h h—0

o h
= m o=+ A

JE
h
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= Entonces, siendo la existencia de las derivadas parciales en el punto p una

condicién necesaria para la diferenciabilidad de la funciéon en p, concluimos que

la funcién f(z,y) = /22 4+ y? no es diferenciable en el origen.

Teorema 7.6.2 Sean f,g : U C IR" — IR definidas en el conjunto abierto U vy

diferenciables en p € U. Entonces:

a) f+g:UCR"— R, (f+9)(p) = f(p)+ g(p) es una funcion diferenciable

en p.
b) fg:UCR"— R, (fg)(p) = f(p)g(p) es una funcion diferenciable en p.

c) Siglp) #0, f/lg:UCR"— R, (f/g9)(p) = % es diferenciable en p.
Observacién: Si descomponiendo la funcion f: U C R? — R diferenciable en el
punto p = (2o, o), con la funcién g : I C IR — R (donde I es un conjunto abierto de
R que contiene el rango de f) diferenciable en f(xq,yo) € I, entonces la composicién

gof : U C R?* — R, sera diferenciable en p.

Ejemplo 7.6.3 La funcién f : R*> — R dada por f(z,y) = e~ (1) ¢s diferenciable
en todo el espacio IR?, pues es la composicion de la funcion o(z,y) = 2% + y* que

—x

siempre es diferenciable con la funcion o(x) = e™* que también lo es.

Teorema 7.6.3 Sean f,g: U C IR" — IR definidas en el conjunto abierto U de IR",

diferenciables en p € U. Entonces:

a) La suma f+¢g: U C R" — R, (f+9)(p) = f(p) + g(p) es una funcion

diferenciable en p.

b) El producto fg:U C R" — R, (fg)(p) = f(p)g(p) es una funcion diferencia-
ble en p.

c) Sig(p)#0, f/lg:UCR"— R, (f/9)(p) = % es diferenciable en p.

g(p)

Teorema 7.6.4 Sea f: U C IR" — IR una funcion definida en el conjunto abierto U
0 ~ ~
de IR". Si las funciones (derivadas parcmles)af UCR'—- R, i=1,2,...,n, UC
x.

)

U, son continuas en el punto xo € U, entonces f es diferenciable en xq
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7.6.1. Ejercicios propuestos

1. En cada uno de los siguiente ejercicios, escriba la expresién del residuo de la
definicién de diferenciabilidad en el punto en cuestion. Ademads pruebe que la

funcién es diferenciable.

a xuy> _57p (x(]?y())

(=

) J(

) flz,y) =42%y’, p=(1,1)
) f(z,y) ==siny, p=(0,0)
) [(
) (

o

SH

x,y,z) = 2>+ 3y* + 2*, p=(1,0,1)

e x,y,z) = et p =(0,0,0)

2. Sean f,g: U C R" — R dos funciones definidas en el conjunto abierto U de
R", diferenciables en = (zg,49) € U

a) Demuestre que la funcién suma f+g¢g: U C R" — R, (f + g)(z,y) =

f(z,y) + g(x,y) es una funcién diferenciable en p.

b) Demuestre que si g(zg,yo) # 0, la funcién cociente definida como la si-

gulente i UCR"— R, (i) (z,y) = f(z,y)
g 9 9(z.y)

es diferenciable en p.

3. Considere la funcién f : R? — R, f(z,y) = |z| + |y|. (Qué aspecto tiene la
grafica de f7. Demuestre que esta funcién no es diferenciable en el origen. ; En

qué otros puntos no es diferenciable?

4. Sea f: U C R? = R una funcién definida en el conjunto abierto Ude R? y sea
p = (%o, y0) € U. Suponga que el limite lim  f(z,y) no existe. Demuestre

(@,y)—(z0,90)
que f no es diferenciable en p.

5. mostrar que la afirmacién del teorema 7.6.4 e falsa. Es decir que el hecho de
que la funcién f : U € R? — R sea diferenciable en el punto p = (20, %) € U,
no implica que las derivadas parciales de f sean continuas en p. Considere la
funcién f: R* = R

2 22\ o 1
(22 + ) sin ——— , si (z,y) # (0,0)
fla,y) = 2%+ y?
0 , si (z,y) = (0,0)
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a) Demuestre que las derivadas parciales de f son discontinuasen el origen,

probando que el limite de ellas (z,y) tiene a (0,0) no existe.

b) Constate que el residuo de la definicién de diferenciabilidad aplicada a f

en el origen se ve como

7(h1, hy) = (A3 + h3)sin

1

T(hl,hg)
lfm — (0,0)—2L2)
hi,h2 ( )H(hlth)H

y concluya que la funcién es diferenciable en el origen.

c¢) demuestre que

7.7. Diferenciabilidad y derivadas direccionales de
una funcién varias variables

Sea la funcién f : U C R" — R diferenciable, la definida en el conjunto abierto
U de R" sea xg € U y sea v € R" el vector (unitario) en cuya direccién queremos

calcular la derivada de la funcién f en el punto xg

ot ) = o) = b o), i Ta =

i=1

Escribamos el vector h = (hq, hg, ..., h,) como h =tv, t € R (con ¢ suficientemente
pequeno para que tv € U) [5], [17], [3].

n

Flxo 9) = Fx0) = D2 0% (xa)t0i) + ()
f(xo+1tv) — f(xo) " Of r(tv)
0 t 0 _ ;8_@( 0)Vi + ;
ot tv—f(x0)  N=Of L r(h)
Iy ; = 2y, O E )

Ejemplo 7.7.1 Consideremos la funcion f : R* — R, f(x,y) = |z| + |y|. ;Qué as-
pecto tiene la grafica de f?. Demuestre que esta funcion no es diferenciable en el

origen ;En que otros puntos no es diferenciable?.
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Resolucién:
ox h—0 h h—0 h
. 91(0,0) = lim f(0.h) = f(0,0) = lim @ = 4+1 = f no es diferenciable en el
dy h—0 h h—0 h
origen.

= No es diferenciable en el eje x, no se diferenciable en el eje y (x,0), (0,y).

Ejemplo 7.7.2 Sea f : U C IR*> — IR una funcion definida en el conjunto abierto U
de IR* y sea p = (x9,y0) un punto frontera de U. Demuestre que f no se diferenciable

en p.

7.7.1. Ejercicios propuestos

1. Sea la funcion f : U € R"™ — R una funcién diferenciable en U y sea u =
(a1, g, ..., ) € R™ un vector no nulo (no necesariamente de norma 1). Defina
la derivada de fen la direccién de u (en un punto cualquiera x € U), denotada

of

por e como
u

of  of of of
a _O‘laxl +a28x2 —I—...—i—anaxn
Demuestre que:
of _ 9f ,
a) CON “2a donde ¢ es un nimero real no nulo.
af of | of

b) d(ug + uy) - ou, + ouy donde uy,u; € R™ (ambos no son nulos).

2. Calcule la derivada direccional de la funcién dada en la direccién del vector

indicado, en los siguientes ejercicios:
a) f(x,y) = ax + by, en un punto p = (zo,yo), en la direccién del vector
u=(2,3).

b) f(z,y) = xsiny, en 1 punto p = (1,7), en la direccién del vector u =
(_2a3)
¢) f(z,y,z) =xlny+ylnz+ zlnz, en el punto p = (1,1, 1), en la direccién

del vector u = (a,a,a) (a es un nimero positivo dado)
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3. Demuestre que la derivada direccional de la funcién f(z,y) = xzxﬁen los puntos
del circulo 2% + y* — 2y = 0, en la direccién de la normal a este circulo, es igual

a Ccero.

4. Calcule la derivada direccional de la funcién f(x,y) = 5z*y> en el punto p =

(1,1)
a) en la direccién del vector que va de p al punto (3, —2)

b

en la direccion del vector que va de p al origen.

¢) en la direccién del vector tangente al circulo 22 4+ y? = 2 en p.

)
)
)
)

d

en la direccién del vector p

5. Sea la funcién f : U C R? - R y un punto p € U. Compruebe que la derivada
direccional de f en p, en la direccién de (la tangente a) la curva de nivel que

pasa por p (es decir, la curva f(z,y) = f(p))es igual a cero.

7.7.2. Gradiente de una funcion

Sea f : U C R" — R una funciéon diferencial definida definida en el conjunto
abierto U de R". Se define el (vector) gradiente de la funcién f en el punto x¢ € U,
denota por grad f(xg) o V f(xg), como el vector de R™ dado por

of of of
d f(xo) = [ L (x0), P(xo), ..., 2L
gra f(XO) (3x1 (XO)J 8x2 (XO)J ) 8xn (XO)
Con este concepto, la formula de la seccién anterior, que nos da la derivada direccional
de una funcién diferenciable f: U C IR" — R en el punto xq € U en la direccion del

vector unitario v € R", se ve como

g—gx@ — grad f(x0) v (7.1)

(la derivada de f en x¢ en la direccién de v es el producto punto del vector gradiente

de f en xq con el vector v).
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Ejemplo 7.7.3 Sea la funcion f : R* — IR dado por f(x,y,z) = 2%y32* determinar
of

la Vf(1,1,1) y =(1,1,1

ARV RY

Resolucién: La funcién f(z,y, z) = 2?y32* tiene por derivadas parciales a

0 9, 0
== =2zt q—f = 3%y, q—f = 4oy’

ox dy 0z

En el punto (1,1,1) estas derivadas son

of of of
—((1,1,1) =2,9q=—(1,1,1) = —(1,1,1) =4
ax(7 ) ) 7qay(7 ) ) 37qaz(7 ) )

Entonces, el vector gradiente de la funcién f en el punto (1,1,1) es
grad f(1,1,1) = (2.3,4)

la derivada direccional de la funcién f en la direccién del vector unitario v = (1/v/3,1/4/3,1/v/3)

es

9 1,1,1) = grad f(l,l,l)-VZ(2,3»4)"(

ov
2 3 4 9
RN Sy ekl

Una de las cualidades importantes que tiene la formula 7.1 ademas de su simplicidad,

es que permite descubrir algunos secretos importantes de las derivadas direccionales.

En efecto, recordemos que

of
PRgrad Fxo)sv = (gradf(xo) - v)v = 8_V<XO)V
Este hecho nos permite obtener la siguiente conclusién; el vector de la derivada direc-
cional %(Xo) es maximo cuando el vector v estd en la direccién del gradiente de f en
Xo y nula cuando v es ortogonal a tal vector gradiente. Es decir, el vector grad f(xo)
nos dice en qué direccién se tiene la mayor variaciéon (el mayor crecimiento) de la

funcién f en el punto xg.

7.7.3. Derivada parcial de orden superior

En forma similar que las derivadas ordinarias , es posible hallar derivadas parciales
de una funcién de varias variables de segundo, tercero y superiores , siempre y cuando

tales derivadas existen por ejemplo:
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1. Derivar dos veces con respecto a x

0 of 0 f
— (=) = == = f.. = D11
8:5(0:17) 0x? J
2. Derivar dos veces con respecto a y
o ,0f 0 f
— (=) ==5 = = D22
ay ( ay ) ayg fyy
3. Derivar primero con respecto a x y a continuaciéon con respecto a y
0 ,0f 0*f
— (=) = = fu, = D12
8y(8x) Oyox Je
4. Derivar primero con respecto a y y a continuacién con respecto a x
0 ,0f o0 f
—(=) = = fy. = D21
ox ( 8y> 0xdy Ty

Ejemplo 7.7.4 Probar que la funcion f(x,y) = 23y — zy> es armdnica

Resolucién:

f(z,y) =y — ay?

of (x,y) — 322 — ¢
N x
afzxg;y) :x3_3xy2
f(z,y) _ 6y
= , O
O f(z,y) 6y
0y?
o? 0?
luego 922 + 8_y2 =0

por lo tanto la funcién f(x,y) es arménica

7.8. Regla de la cadena para derivar funciones com-
puestas

Teorema 7.8.1 (Regla De La Cadena) Sea f : U C IR*> — IR una funcion dada

por z = f(u,v), donde f es una funcion diferenciable de u e v y
g:R* — IR?

g(z,y) = (u(z,y),v(x,y))
Calculo I y 11




412 7.8. Regla de la cadena para derivar funciones compuestas

si g es diferenciable en (z,y) , entonces la derivada de la funcion compuesta

h(z,y) = (fog)(z,y) = f(9(z,y)) = f(u(z,y),v(z,y))

en el punto (x,y) es

[D(fog)(@)] = [Df(g(2))][Dg(7)]

ou 8u
oz’ oy’ ‘ou’ o v v
ox 8y

Ejemplo 7.8.1 aplicando la regla de la cadena , Hallar % si la funcion f(z,y) =

2y tay tal quer =12, y=1—1

Resolucién: mediante el diagrama se tiene:

y mediante la regla de cadena.

of 8f or Of 8y
% oot "oyt
= (2z+y)(2t) + By + 2)(-1)

= 2t2z4+y)+3y—=z

ou Ou x —
Ejemplo 7.8.2 Aplicando al regla d cadena , Hallar — y — si u = i , T =
ds ° Ot 1+ 2y
T T
tans , y = tant cuando s = T t= 1

Resolucién: mediante el diagrama se tiene:

T s
AN
Y t
y mediante la regla de cadena
ou  Ou Ox ou  —(1+ y?)? O
= —.— donde — = —— 72 = = gsec?
s or s N ar T l1+zy '~ Os seets
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™
cuandos:tzz,setiene:le,yzl

ou ox
luegogzly%:2

ou
= -—=12=2
Js
du  Ou ou  —(1+2)2% 0
Ou _0u 0y qinge 00— A2 Qo
at  dy ot ot 142y ot
cuandos:t:%,setiene:le,yzl
lueo@——1 @—2
& oy oY ot~
ou 1
= =—-2=-1
ot 2

Teorema 7.8.2 (Regla de la cadena general) Sea f : D C R" — IR es una

funcién diferenciable en (x1, 9, -+ ,x,) tal que u = f(x1,29, -+ ,2,) y que cada x;
es un a funcion de m variable yi,Yys, -+ Yy e€s decir x; = x(y1,Y2, " ,Ym) Vi =
1,2,--n
Supongamos que cada derivada parcial i evisten entonces u es una funcion de
Lj

Y,Y2," yYm

ou  Ou Oy ou Oxy ou Ox,,

oy B axl.ﬁyl 8x2'(9y1 Oy, Oy

ou  Ou O N ou Oxy w 0,

ys 8x1'8y2 8x2'3y2 Oyy, Oy

ou  Ou O N ou Oxy ou Oz,

W 071 Oy Dy Oy Y O

La demostracion de este teorema es una extension del teorema anterior

Ejemplo 7.8.3 Si f es una funcion diferenciable de x e y ademds :

w=a’+y*+2,x=rcosl,y=rsend , z =z
Hall ow OJw Ow
allar —, —, —

or’ 00’ 0z

Resolucién: El diagrama de arbol, de funciones compuestas es:

z 0
/
w—yY
z z
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ow ow Odxr Ow @

o~ axor oyor
= 2x(cosf) + 2y.sen

= 2rcos’0 + 2rsen?6

= 2r

ow ow Jdxr Ow @

0 " o000 oy ow
= —2xrsenf + 2yrcosf

= —2r%cosfsenf + 2r’senf cos b

=0

ow ow 0z
0z 0z 0z
= 1
Ejemplo 7.8.4 Hallar 9z ,% siz= f(ax®, wseny,x +y)
ox ~dy
Resolucién: Si z = f(z? xseny,z +y) = f(u,v,1)

donde u = 22, y = wseny, t = v +y

)411 x
z = f(u,v,t v
AN

t Y

0: _ 0:ou oz v 020
ox Oou 0xr Ov O0r Ot Ox

0z 0z Ou 0z Jv Oz Ot

oy ou Oy 81}'83/—’_@'8_3/

= O%ancos %Jr%

~ Vou Yoo " ot
9z _ 9z Oz
R Y
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7.9. Aplicacion de las derivadas direccionales y gra-

diente

7.9.1. Plano Tangente

Sea S : f(z,y,z) = 0 una superficie , el plano tangente de S en el punto

Po(Zo, Yo, 20) de S esta dado por

vf(p())(x —Z0,Y — Yo, % — ZO) =0

Ejemplo 7.9.1 Determinar la ecuacién del plano tangente a la superficie z = x%+1>

en el punto p(1,0,1)

Resolucién: como P : V f(py)(z — zo,y — Yo, 2 — 20) = 0
Datos: py = (1,0,1) = (0, Yo, 20)

de la ecuacién z = x? + y? obtenemos

I'2+y2—2:0:f(33,y72')

luego :
Vf([)’),y,Z) = (QZL’, Qyu _1)
Vf(1,0,1) = (2,0,—-1)
entonces qP : Vf(1,0,1).(z — 1,y —0,z—1) = 0
(2,0,-1)(x —1,y,2—1) = 0

P 2r—2—-2=0

Ejemplo 7.9.2 escriba las ecuaciones de los planos tangentes a la superficie z =

V2 +y? — zy en el punto p(3,4,—7)

Resolucién: como P : V f(py)(z — o,y — Yo, 2 — 20) = 0
Datos: py = (3,4, —7) = (0, Yo, 20)
de la ecuacion z = y/x? + y?> — xy obtenemos

\/m—:py—ZZOZf(fF,yaz)
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luego :
Vilx,y,z) = , +x,1
flons) = (s )
17 11

Vf<3,4,—7) = (E’E’l)
entonces qP : Vf(3,4,—7).(z =3,y —4,2+7) = 0
(2,0,—1)($—1,y,2—1) =0

P17z + 11y + 52 = 14

7.9.2. Recta normal

La recta normal a la superficie S : F(x,y, z) = 0 en el punto py(xo, Yo, 20) € S es
la recta que pasa a través de p, y sigue la direccién del vector normal y su ecuacion

simétrica de la recta normal a S en po(xo, Yo, 20) €S

) T — To _ Y—Yo _ 2= 20
f:p(flio,yo,zo) fy(‘r07y0720> fz($071/0720)

Ejemplo 7.9.3 Hallar la recta normal en el ejemplo anterior 01 de anterior

Resolucién:

po(l’o,yo,zo) = (17071>

fz(1,0,1) =1
f,(1,0,1) =0
f(1,0,1) = -1
x—1 y—-0 =z-1
£ 2 0 -1
z—1
L: 5 =z—1ANy=0

6 L£:(1,0,1)+¢2,0,-1)teR

7.9.3. El Gradiente como direcciéon de maxima variacion

Teorema 7.9.1 Sea f : U C R* — IR que posee derivadas parciales de primer orden
continua.

entonces en cada punto p para el cual V f(p) # 0, el vector Vf apunta una direc-
cion en que [ crece mas rdpidamente la magnitud del vector V f es tasa mdxima de

crecimiento de f
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Observaciones:

dh

- (

prueba

como qDyf(p)
pero qV f(p), i@

T Yy
of dv O0f dy Of dz
of 9f 9f )
ax7ay7az /’617/’627“3

Vfp).i

(f(xo + hpr, yo + hpa, 20 + hitz))
—_——— —— ——

z

Ay dh ' 9z dh

Vfp)-i
Vf
Vf

(p)||i] cos 0
(p)cos® pues |fi] =1

es maximo valor se obtiene cuando 6 = 0 esto es , cuando elegimos fi en la misma

direccién valor méaximo de D;f(p) = |V f(p)]

Ejemplo 7.9.4 La derivada direccional de una funcion z = f(x,y) en el punto

po(1,2), en la direccion hacia p,(2,3) es 2v/2 , y en la direccion hacia py(1,0) es

—3 calcular la deriwada direccional en py(1,2) , en la direccion hacia ps(4,6)

Resolucién:

D f(1,2) = 22
Dinf(1,2) = —3

Dy, f(1,2) =2777

[Popy |l V2 \/57 V2
5 0,—-2
H2 = Poba__ ( ) = (0,—-1)
[PoP: |l 2
. PP 3,4 3 4
I or3 _ ( ) — (_’_)
Popsl i) 55
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como D f(z,y) =V f(z,y).i, VI(1,2) = (a,b)
D/flf<1>2) = (172) M1 = <7b)(_7

a b
Viva
V2

I
)

a+b=4 (7.2)

Daf(1,2) = V(1,2).48 = (a,b)(0,~1)

de la ecuacién (7.2) y (7.3) tenemos a = 1

Dy f(1,2) = V[(1,2).p5
_ a3, L

55> 575
D f(1,2) = 3

Ejemplo 7.9.5 La temperatura en el punto (x,y, z) estd dado por T(z,y, z) = 200e~*" ~3*~9%*
donde T se mide en grados calcios y x,y,z se mide en metros.
En que direccion aumenta mds rdpidamente la temperatura en py, = (2,—1,2) y cudl

es la mdxima razon de aumento de T en p

Resolucién:

1. La temperatura aumenta mas rapidamente en p, en la direccién del gradiente

VT(I)())
oT oT OT
VT(p) = (%7 8_3/’ $>
= 200e % W 9% (21 —6y, —182)
VT(p,) = —400e*3(2,-3,18)

2. La maxima razén de aumento de 7" en p

IVT(py)|| = 400 **v/4 + 9 + 182 = 400v/337e ™"
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7.10. Valores extremos de una funcion de dos va-

riables

Para establecer la condicién necesaria y suficiente para que tenga extremos una
funcién f(x,y) de dos variables , a lo largo de la exposicién se supone que la primera

y la segunda derivada parcial de f(z,y) son continuas en cad (z,y)

Teorema 7.10.1 Una condicion necesaria par que (xg,yo) se un punto extremo de

f(z,y) (punto critico o estacionario ) es que V f(xo,y0) = 0

Teorema 7.10.2 Una condicion suficiente para que un punto estacionario ¢ critico

(x0,Y0) se extremo es que :

fxac f;ry
fyw fyy

A= = fmc(anyO) - fyy(l'anO) - (f:):y(x07y0))2

1. A > 09y fee(wo,y0) > 0, entonces f(xo,yo) €s un valor minimo relativo /A > 0
Y fex(To,90) < 0, entonces f(xo,yo) es un valor mdrimo relativo A < 0

entonces (o, Yo, f(xo,v0)) es un punto silla

2. /A =0 entonces no podemos tener ninguna conclusion

Ejemplo 7.10.1 Determinar los valores extremos relativos de la funcion f(x,y) =

2% — y3 si existe

Resolucién:

1. Condicién necesaria de f(z,y)

Vi@y) =0
df (wo,90) Of (w0, Yo)
( ox oy ) = (0,0

(2z,-3y*) = (0,0)

es el Unico punto critico
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2. Condicion suficiente

f:c:c = 2
fyy = —06y
_ 99f_0
S = ay(ax)_8y<2 )
= 0

A = (foofyy — (f2)*)(0,0) = 0

entonces no podemos tener ninguna informacion

Ejemplo 7.10.2 Hallar las dimensiones de una caja rectangular (cerrada) de mdxi-

mo volumen cuya superficie total es Am?

Resolucién: Sea x,y, z las dimensiones de la caja

entonces V = xyz el area total de la caja es:

A = 2zy+2z2+2yz

A—2xy
z = —
2z + 2y
A —2xy
vV = —_— >0 >0 >0
(2220 1y

el cual se desea maximo:

ov y*(2A — 8zy — 42?)

or 2z +ay)? !
o 2?(2A — 8y — 4y?) 0
oy (22 + xy)? B

Resolviendo se tiene

a a a
Tr = —_ = —_ Zz = p—
67 6’ 6

Son las dimensiones maximas de la caja

7.10.1. Ejercicios propuestos

1. Determinar la Gradiente de la funcion dada
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10.

11.

a) f(z,y) =3zIn(z +y)
b) h(xz,y) = eYtan2x

Si ¢(z,y,2) = 3x? — y hallar Vo(1,—1,1)
Siendo ¢(z,y, 2) = 2z2* — 2y hallar |V¢|| en el punto (2, -2, —1)

Determinar la ecuacién del plano tangente a la superficie 22 4+ 32 + 22 = 17 en
el punto (2, —2,3)

Obtener las ecuaciones simétricas de la recta normal a la superficie 22 = 12y en

el punto (6,3, 3)

. Hallar V¢ Siendo ¢ = (2% + 3> + zg)e\/m

Hallar la ecuacion del plano tangente y las ecuaciones de la recta normal a la
superficie y = e” cos z en P(1,¢,0)
2 _ 2
Sea f(z,y) = o
a) (En qué direccién unitaria es igual a cero la direccional en el punto (1,1)?

b) (En qué direccién unitaria es igual a cero la derivada direccional en el

punto arbitraria (xg, yo) en el primer cuadrante?

V3z —y

Sea f(x,y) = T 2y Hallar las derivadas direccionales unitarias p = (1, i2)
x

en los cuales existe Dz f(p), p € ker(f)

Un insecto se halla en un ambiente toxico. El nivel de toxicidad, estda dado por

T(x,y) = 22* — 4y*. El insecto estd en (—1,2).

a) ¢ En qué direccién debera moverse el insecto para que se aleje lo més rapido

posible de la toxicidad?
b) Enla curva de nivel apropiada, ubique y dibuje el vector gradiente V1'(—1, 2)

c¢) ¢ Cuél es la razén de cambio de la toxicidad del ambiente en que el punto
1
(—1,2) en la direccion —(—1,2)7

V5
Sea f : R? — R definida por: f(z,y) = In(1+22+y?) —arctan(z?). En el punto
(1,1), calcular el valor de la derivada direccional méxima de f y encontrar la

direccion en la cual alcanza este valor méximo.

Calculo I y 11
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12. La temperatura T en una esfera de metal solida es inversamente proporcional
a la distancia al centro de la esfera el cual se considera que es el origen. La

temperatura en el punto (1,2,2) es 120°C.

a) Encontrar la razén de cambio de T en (1,2,2) en direccién hacia el punto
(2,1,3)

b) Demostrar que en cualquier punto de la esfera la direccién de maximo
aumento de la temperatura estd dada por un vector que apunta hacia el

origen.

13. El capitan Ralph tiene dificultades acerca del lado soleado de mercurio. La tem-
peratura del casco de la nave cuando él estd en la posicién (z,y, z) estard dada

—x2—-2y2—322

T(x,y,z) = e donde z, y, z estd medida en metros. Actualmente

estd en (1,1,1) .

a) § En que direccién deberd avanzar para disminuir mas rapido la tempera-

tura?

8

b) Si la nave viaja a e® m por segundo § con qué rapidez decrecerd la tempe-

ratura?

c¢) Si se dirige hacia el punto (1,2,1) ;Cudl serd la razén de cambio de la

temperatura del casco?

IQ

2+ y?

14. Sea f(z,y) =

a) Si f(z,y) es una colina. Hallar la direccién de méximo crecimiento si se
parte del punto (2,1,4/3)

b) Una persona camina sobre la colina partiendo del punto (2,1,4/3) en di-
reccién al punto (3,2,3/2). Hallar la razén cambio instantaneo de la tem-
peratura del medio ambiente dado por T'(x,y,2) = 4 + 22 + y + 2% en el
punto (2,1,4/3)

15. Si f: U C R"™ — R es una funcién diferenciable en z¢ y V f(x) # 0, demostrar
que la mayor derivada direccional de f en zq tiene lugar en la direccién V f(xg)

y su valor es ||V f(zo)||
Calculo Iy 11
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16. Una abeja estd volando desde un foco caliente que se encuentra en el origen, en
una trayectoria que describe una curva C', de tal manera, que el vector posicion

( 0 posicién de la abeja) en el instante ¢ es: f(t) = (tcosnt,tsentt,t), t € R"

a) Determinar la posicién de la abeja en el instante t = 1 y el vector tangente
a C' en ese punto.
10

ZE2 + y2 + 22'
Hallar la razén de cambio de la temperatura si la abeja decide seguir en

b) La temperatura 7" en grados Celcius en (x,y, z) es T'(z,y, z) =

direccion del vector tangente a la curva.

17. Una hormiga se encuentra en el punto (1, 1,0) del paraboloide hiperbdlico
S z =y?— 22, ;En cual sentido del plano XY debe moverse para seguir la

cuesta mas empinada?

T2t
18. Sea f(z,y) = In(1 + 22 + y?) — / dt

o 1+t

a) Hallar la derivada direccional maxima de f en (1,1) y la direccién en que

se alcanza este valor.

b) Hallar todos los vectores unitarios /i tales que Dz f(1,1) =0

19. Sea z = f(x,y) un a funcién diferenciable en (1,—1) y g(¢t) = (5t + 1,2t — 1).
Calcular g—‘?};(l, —1) sabiendo que %(f 0g)(0)=—-10y %(17 —-1)=5

20. Demostrar que la funcién z = yp(2? — y?) satisface la ecuacion:

18z+1@z z
x0xr yoy y?

21. Demostrar que la funcién z = xy + xp <Q> satisface la ecuacion:
x

22. Sea z = f(z,y) de clase C? en R?. Si = e”senu, y = e’ cosu. Demostrar que:

8u8v_£_x

Pz 0z Pz Pz - 2)822
ox?  Oy? v 0xy

Calculo I y 11
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23. Sea f : U C R — IR una funcién de clase C? en la variable u. Si v = x2 + 32,

demostrar que z = = +y + f(2* + y*) cumple la ecuacién
0? o? o?
g2 _T% _4ya?— y2)_f
ox?  Oy? ou?

24. Si f : U C R®> = R es una funcion C? en R* y w = f(z,y, 2) satisface la

ecuacién (en coordenadas rectangulares)

0*w ow ow

Usando coordenadas cilindricas, probar que la funcién (en coordenadas cilindri-

cas), satisface la ecuacién siguiente:

*w  senf 0*w ow

oro: 1 o002y

cos 6 =0 (7.5)

considere cada x, y, z como funcién de r, 6,z

7.11. Funcién implicitas

Hay tres versiones de derivar una funcién que esta definido implicitamente en esta

seccidn.

Teorema 7.11.1 (Primera Versién) Sea la funcion z = F(z,y) y (zo,Yo) un pun-
to de IR® tal que F(xo,y0) = 0. Supongamos que la funcién F tiene derivadas parciales
en alguna bola. B, ((xo,y0)) = {(z,y) / || (z,y) — (x0,y0)|| < r} de centro en (x¢,y0) vy
radio r > 0 y que a—y(xg,yo) # 0.

Entonces F(x,y) = 0 se puede resolver para y en términos de x y definir asi la fun-
cion y = f(x) con dominio en una vecindad de xo, tal que yo = f(x¢), la cual tiene

derivadas continuas en Vy(xg) = {x € R/ |x — xo| < 1} que pueden calcularse como

d
Ejemplo 7.11.1 Dado la ecuacion e**Y +sen(y?+x) —1 = 0 Hallar d—y en el punto
x
(0,0)
Calculo Iy 11
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Resolucién:
Se tiene la siguiente funcién F(z,y) = e***¥ +sen(y? + ) — 1
donde F(z,y) =0
Ademads g—F = ¥ 4 2y cos(y? + x), donde aa—F(O, 0) =1 # 0 Por el teorema 7.11.1,
afirmamos ydos cosas: Y
1. En un entorno de xy = 0, existe una funciéon y = f(z) definida implicitamente
por F(x,y) = 0. Sin embargo, el teorema nada dice de cémo se determina tal
funcién (nos dice que F(x,y) = 0 puede resolverse para y en términos de z,

pero no nos dice como hacer el despeje)

2. Pese, que el teorema no nos diga cémo establecer explicitamente la funcién y =

o . . , 8 (z,y)
f(z), nos dice como hallar su derivada mediante la formula: f'(z) = —W
B_y x,y
2 2z+y 2 d 3
Asf obtenemos: = = — =% + cos(y” + 7) entonces —y(O, 0)=—-=-3
dx e?*+y + 2y cos(y? + x) dx 1
Teorema 7.11.2 (Segunda Versién) Sea la funcion z = F(xy,x9, -+ ,xn,Y) que

cumple las siquientes hipotesis:
hi. Seap= (Ty,To, - ,Tn,J) € R™™ un punto tal que f(p) =0

F
h2. Supongamos que la funcion F tiene derivadas parciales —, 1 = 1,2,--- n y

Ox
?9_]; continuas el alguna bola B:(p) y que g—];(p) #0
Tesis: Entonces la ecuacion F(x1,xe, -+ ,2,,y) = 0 puede resolverse para y en térmi-
nos de x1,xq, - ,x, y definir asi una funcion y = f(xy,xs, -+ ,x,) dentro de
la vecindad V.((Z1, %2, ,Tn,y)) y que se pueden calcular con las formulas:
of Se(w1, @0, 0, Y) OF
iy T S TR T G € T

Ejemplo 7.11.2 dada la ecuacion z+ z¥ = x, una solucion es (4,1,2) ses cierto que
cerca de (4,1), z es funcion de las otras variables x, y? ;Cudl seria la derivada de

esta funcion implicita?

Resolucién: Es una aplicacion de la teorema 7.11.2 :

Las hipétesis son:

hl. En la funcién F(z,y,z) = 2z + 2¥ — z se cumple F(4,1,2) =242 —4=0
Calculo I y 11
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OF OF
h2. P 1+ y2¥~1 tal que 5(4, L,2)=1+1(2)"1=2+#£0

Entonces las afirmamos dos tesis:

1. Porque a—(4, 1,2) # 0, existe la funcién z = f(x,y) en forma implicita en un
2

disco de centro (4, 1) y radio r

2. Las derivadas parciales de la funcién implicita z = f(z,y) en el punto (4,1),

son:
) of 9F —1
a _——_—_—— = ———
ox ge 1+ yzyvt
of 11
Yu1y=—""=2
8:16( 1) 2 2
oF
0 By vl
b) 9f _ —g—% = 27 (4,1,2) es:
dy & 14+ yzvt
i
ﬁ:_Z In 2 o
dy 2

Teorema 7.11.3 (Tercera Versién) Dadas las funciones zy = F(x,y, u,v), ademds

2o = G(x,y, u,v) establecemos las siguientes hipdtesis
hi. Seap= (Z,7,f,7) € IR* un punto tal que F(p) =0, G(p) =0

h2.  Supongamos que las funciones F' y G tienen derivadas parciales continuas en

una bola B((z,y, f,v)) C IR4

. _ I(F,G
h3. El jacobiano 8<(/% y)) (p) #0
Tesis:  a) Entonces, existen las funciones (implicitas) p = f(x,y), v = g(z,y) tal que
F(z,y, f(z,y),9(x,y)) =0, G(x,y, f(z,y),9(z,y)) = 0 en una vecindad V'
de (z,7).
b) Existen las derivadas parciales de las funciones implicitas p = f(x,y),
v = f(x,y) que son continuas en V. Dichas derivadas parciales estdn
dadas por:
O __oew v _ o
or ARG ' or a(F,G)
() o(u,v)

A(F,G) o(F.G)
o ay.v) o B

Calculo Iy 11
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. . . ?ry+l=2
Ejemplo 7.11.3 Dado el sistema de ecuaciones ) esta claro que
Y+ 2 =

el punto (0,1,1) es una solucion. Cerca de dicho punto, y para las soluciones del
sistema, ses x funcion de (y,z)? ; es y funcion de (z,2)? ses z funcion de (x,y)?
SPOTQUE?

Resolucién:

En primer lugar, analicemos para cada caso, si los datos del problema satisfacen las

hipétesis del teorema 7.11.3

Se tiene las funciones:

F(z,y,2) = 2*+9y*+2°-2
G(I7y,2) = l’y—f—Z—]_

Donde:
hl. F(0,1,1) =0, G(0,1,1) =0, P = (z,y,2) = (0,1,1)

h2. Las funciones F', G tienen derivadas continuas en la bola B.(0,1,1) C R

Dichas derivadas parciales, son:

oF oF oG oG
o =0 sy =t
oF ., OF,_ .  9G oG,
oF .,  OF oG oG
o W= o=t =l

h3. Aqui hay 3 preguntas que responder:

a) jes z funcién de (y, z) cerca de (0,1,1)? Esto es, z = f(y, 2) La respuesta
o(F, G)

es afirmativa, si el Jacobiano en el punto (0,1,1) es diferente de

Ay, z)
Cero. veamaos:
I(F, G or  oF 3 3
el AR R
(y.2) |5 &< 0 1

Porque el Jacobiano es diferente de cero, afirmamos que = es funcion de

()
Calculo I y 11
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b)

Calculo Iy 11

ies y funcién de (z, z) cerca de (0,1,1)? Esto es, y = g(x, z) La respuesta

I(F,G
es afirmativa, si el Jacobiano 8(( ’ )) en el punto (0,1,1) es diferente de
Y,z
Cero. veamos:
OF OF
OFG) |5 o |_|0 3 — 340
Ox,z) | o& & 11

Porque el Jacobiano es diferente de cero, afirmamos que y es funcién de

(z, 2)

ies z funcion de (z,y) cerca de (0,1,1)7 Esto es, z = f(x,y) La respuesta
IF,G
es afirmativa, si el Jacobiano (( ’ )) en el punto (0,1,1) es diferente de
T,y
CEero. veamos:
OF OF
8(F,G):‘ or or ‘: 03] _ 5,
oG aa

Porque el Jacobiano es diferente de cero, afirmamos que z es funcién de

(z,9)




Capitulo 8

Integrales multiples y sus

aplicaciones

Pre-Requisitos.- Para la compresion adecuada de éste capitulo de las integrales

multiples se requiere del conocimiento previo de:

Métodos de integracién.

Geometria analitica.

Superficies.

Coordenadas polares

Objetivos.-

Utilizar las integrales dobles en el calculo de areas, volumen, centro de masa,

etc.

Mostrar las integrales dobles en coordenadas polares y emplear los jacobianos.

Utilizar las integrales triples en el calculo de volumen de solidos, centro de masa

y momento de inercia de solido.

Mostrar las integrales triples en coordenadas cilindricas y esféricas

429
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8.1. Integrales dobles en diferentes sistemas de coor-

denadas

8.1.1. Integrales dobles sobre rectangulos

Definicién 8.1 Se dice que una funcién f de dos variables (f : D C R? = R) , es

integrable sobre la rectangular D, si f esta definido en D y existe el numero real

L= lim Y f(wi,y)Alr

—0
Ip| Y

este numero L se llama integral doble de f en R y escribimos

V(s) L—hmexZ,yl (r:) //fwy

Interpretacién geométrica de la integral doble

AZ

(x,y L f(x,y))

\ i

\

Propiedades fundamentales de la integral doble

1. Sila funcién f : D C R? — R es continua en la regién cerrado D, entonces f

es integrable en D

2. Si la funcién f : D C R? — R es integrable en la regién cerrada D y k € R,

entonces kf es integrable en Dy

//Dkf(m,y)dA:k/Df(x,y)dA

Calculo Iy 11
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3. Sila funcién g, f : D C R? — R son integrable en la regién cerrada D , entonces

f £ g es integrable en Dy

//D[f(x,y)ig(x,y)]dA://Df(x,y)dAi//Dg(x’y)dA

4. Sila funcién g, f : D C R? — R son integrable en la regién cerrada D , f(z,y) >
g(z,y) ¥V (z,y) € D entonces

//Df(fc,y)dAZ//Dg(%y)dA

5. Sila funcién f: D C R? — R, es continua en la regién cerrada D = D; U D,

donde D; y D, regién cerrada disjuntas,entonces:

//Df(x,y)dA:/Dl f(:c,y)qu—/DQf(x’y)dA

8.1.2. Calculo de integrales dobles por medio de integrales

iteradas

1° Caso

Si f: D CR?— R, esuna funcién continua sobre D, donde
D={(z,y) eR*/a<z<b,c<y<d}

es un rectangulo ver figura 8.1

AY

Y=d
D
Y=c
< X
x=a  X=b
\/
Figura 8.1:

Calculo I y 11




432 8.1. Integrales dobles en diferentes sistemas de coordenadas

/ /D f(o, y)dedy = / b/ff(x,y)dxdy
_ /alzdf<x,y>dydx

Se llama integral iterada de f

Ejemplo 8.1.1 evaluar la integral doble ffD(2x3—y)dxdy st D es la region que consta
de todo los puntos (z,y) para los cuales 0 < x < 1,0 <y <2

Solucion:

2 p1
// (22° — y)dady = // (22° — y)dzdy
D 0Jo
2 23:4

= [l
= [y o

y.0
2
1
= (z —y)dy
|G
_ y_y_2|2
2 210
= -1

Ejemplo 8.1.2 Calcular la integral doble ffD e*tdxdy, donde D es la region 0 <
r<1,0<y<I1
Calculo Iy 11




8. Integrales multiples y sus aplicaciones 433

Solucion:

1,1
// dxdy = // e Vdxdy
D 0J0
1
= / eV |g dy
0

1
= / (e —e)dy
0

= @)l

= (e—1)?

Ejemplo 8.1.3 calcular la integral sobre ffD er sy cosdxdy , si la region D es el

™
rectangulo 0 <z <7 0 <y < —

2
Solucién:
/ / e cosdady = ¢
D
T
2 m
= / cosye” Y |I dy
0
T
= /2 (cos ye™ MY — cos ye>™Y)dy
0
si hacemos el siguiente cambio
u=mseny , v=seny

du =cosydy , dv=cosdy

z m+1 1
~ /2 cosyetV = / e“du+/ e’dv
0 ™ 0

= elf+e g

" // "M cosdrdy = (e—1)(e" —1)
D
Ejemplo 8.1.4 calcular la integral doble [[,(|z|+|y|)dxdy donde D : [—1,1]x[—1,1]

Solucion: sabemos que:

Calculo I y 11
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‘ Dz Dl\ r+y siz>0,y>0
< r—y siz>0,y<0
D 2] + [y| = ,

])3 4 —x4+y six<0,y>0
siz<0,y<0

\ Lo

//D(|x!+|y|)d:cdy = /1/1(:U—|—y)dwdy+/1/_i(—x—|—y)dxdy+
/_0/ —T -y daz’dy—i-// x —y)dzdy

= [ b [ (G v Pyt

0 _,2 0 .2
[ G Py [ (G =) by

-1 -1

01 01
— —y)d —Y
/1(2 y)dy + 71(2 y)dy
2 2
_ Y YN Y YN Y Y Y_Y
= G+tPh+G+PE+G—5) LG -5 %
B 1+1 1 1 1+1 1 1
2 2 2 2 2 2 22
[ ol sty = 4
D

2° Caso
Si f:D CR?— R, es una funcién continua sobre D, donde
D={(z,y) eR*/a<z< bAdi(z) <y < dolz)}

es una regién cerrada en R? y ¢ , ¢ : [a,b] — R son funciones continuas en [a, b],
tal que 61(z) < go(x) Vo € [,
La integral iterada de f sobre D es :

¢2(z)
//fxyd:cdy—// f(z,y)dydx
1(z)

Calculo Iy 11
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AY
y=,(x)

y=0,(x)

VN

Ejemplo 8.1.5 Calcular la integral doble ffD cos(x + y)dxdy, donde D es la region

limitada por las rectas y =x ,x =7 y el eje x

Solucion:

// cos(x 4+ y)dzdy = // cos(x + y)dxdy
D 0Jo

= / sen(z +y) |5 dz

0

= / (sen(2z) — sen x)dz
0
1 _
= (7 cos 2z + cos ) |j

_ 1
= 700827T+COS7T+§COSO+COSO
// cos(z +y)dedy = —2
D

Ejemplo 8.1.6 Calcular ffD(x2+y2)dxdy , donde D esta limitado por la recta x =1
,y =0y la parabola y = x*
Calculo I y 11
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Solucion:

2

1 px
// (2% + y*)dedy = / (2 + y*)dady
D 0Jo

Ejemplo 8.1.7 Calcular la integral doble [[(x* 4 y*)dxdy, si la region D esta limi-

tada por las lineasy=x, x =0 ,y=1,y=2

Solucion:

N

H

traficando la region D y calculando los puntos de interseccién

Y= =zr=2
y=2,y=1 =z=1

Calculo Iy 11
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1 :
uego// (2* + y*)dady = // (2® + y?)dwdy + // (2* + y*)dxdy
D Dy Do

1 p2 2 r2
= // (2% + y*)dydx + / (2% + y*)dydx
0J1 1Jx
Y y_3 2 2 y_3 2
= (z7y+ %) fdo+ [ (zy+ =) |5 do
0 1

3 3
1 2 3
8 1 8
= /O(2x2+§—x2+§)dx+/l(2x2+§—x3+%)d:ﬂ
3

3 Tx., 208 42® 8z,
= (§+§)|o+(?—?+?)|1

.'.//[)(x2+y2)dxdy _ 5

3° Caso

Si f: D CR?— R, es una funcién continua sobre D, donde

D={(z,y) ER*/c<y< dAdi(y) <z < daly)}

es una regién cerrada en R? y ¢ , ¢ : [¢,d] — R son funciones continuas en |[c, d],

tal que ¢1(y) < ¢a(y) Yy € [c, d]

YA x=9(y)  X=h(y)

La integral iterada de f sobre D es :

/ /D - /d/ij)y | f (@, y)dzdy

Ejemplo 8.1.8 calcular la integral del ejemplo 03 ,en la cual el orden de integracion

sea 1nverso al ejemplo 04

Calculo I y 11
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Solucion: traficando nuevamente la region D luego:

2ry
// (2% + y*)dedy = // (2 + y*)dxdy
D 1J0
2 .3
- [ G
1
2 3
Y
= /(§+y3)dy
1
4yt

Gk

//D(x“rgf)dxdy =5

Ejemplo 8.1.9 calcular la integral ffD dxdy , D es la region limitada por la parabola

y=a", ' =u

Solucion:

traficando la region D y calculando los puntos de interseccién
Y=z y=1

Lrvy
/ / dedy = / / dxdy
D 0Jy?

1
dedy = =
Jh, e = 5

Ejemplo 8.1.10 encuentre ffD /1 — a2 —y?dxdy , D limitada por una circunferen-

cia de radio 1 y centro en origen

Calculo Iy 11
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Solucion:

0.5

traficando la regién D

Py =1=0=4+1—12

//Dmd:rdy - /I/gmdmy...(m

\/ 1—y2
V1—12?—y2dx
1—y2

por sustitucién trigonométrica tenemos:

V1—y?senf = =z
V1—y?cosfdf = dx
V1—19y2cosl = /1—y?—a?

cambiando los limites de integracién se tiene.

siz = — 1—y2$\/l—yzsen0:—\/1—y2:0:—g
six:\/1—y2:\/1—y286n0:\/1—7y2:0:g

calculando [ = /

luego:

T
I = /—27r V1 —19y?cosf/1—y?cosbdb
2

s
1 — 92 9
_ ! 29)/_27T(1+cose)de
2
B (1—y2)(7r+sen7r+7r_sen7r)
B 2 02 2 2 2
m(1—y?)
— _77_”(®

Calculo I y 11
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finalmente sustituyendo (a) en ()

1 1— 2
// V1—2?2—y?dedy = / —W( Y )dy
D _ 2

2
// V1—2x2—y2dedy = ill
D 3

8.1.3. Calculo de areas y volumenes por integrales dobles

Consideremos la funcién f : D € R? — R, continua sobre la regién D. El volumen

del sélido S bajo la superficie z = f(x,y), que tiene como base la regién D es dado

V(s = [[ famaa

y el area de la region D esta dado por:

AD) = [[ 1aa= [[ asay

Ejemplo 8.1.11 Hallar el area por integracion doble de la region limitada por la

por la expresion:

parabola y = 2% , y> = x

Solucion: entonces

1,y 1
A(R) = //R dxdy = // drdy = 3 por el ejemplo 02 del tercer caso
0Jy

2

Ejemplo 8.1.12 Calcular el volumen del solido limitado superiormente por el para-
boloide eliptico z = 2% + 4y* y el cilindro x® + 4y* = 4 e inferiormente por el plano

rY

Solucién: proyectando al plano zy, se tiene z = 0 de donde 2%+ 4y? = 4, el volumen
del sélido es simétrico entonces el proporcion del sélido en el primer octante, es igual
a una cuarto del volumen requerido , ademas los puntos d4e interseccion con los ejes
son:
P?+4P2=4 x=0=>y=1
{ y=0=>x=2
Calculo Iy 11
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1
2 5\/@
V(is) — 4 /O /O (22 + 43P dyda

2 4 —/A—x2
= 4/ (yz? + =°) 02 dx
0 3

_ 4/0 (%ﬁ@+ 2(3(4 )2y
V(iS) = %/02(x2+2)\/4—x2d:1:

integrando por sustitucion trigonométrica

2senf=x ; sir=0=senf=0=60=0
2cosfdf = dx six:2:>sen9:1:>9:g

2cosf = V4 — a2

obtenemos:

S V(S)=4r

8.1.4. Centro de masa y momento de inercia

Consideramos una lamina homogénea que tiene la forma de una region cerrada R

en el plano zy, y sea p: R C R*> — R es una funcién continua sobre R

Entonces la masa de la lamina R esta dado por :

M = [[,xp(x,y)dA

a) el momento de masa de una lamina R con respecto al eje z es:

M, = [[pyp(x,y)dA

b) el momento de masa de una lamina R con respecto al eje y es:

M, = [[pzp(z,y)dA

luego el centro de masa de la lamina es el punto P(Z,y) donde:

M,  [[pzp(z,y)dA M,  [[ayp(z,y)dA

T =

qzT =

M [, ap(z,y)dA M [, xp(z,y)dA

Calculo I y 11



442 8.1. Integrales dobles en diferentes sistemas de coordenadas

Definicién 8.2 El momento de inercia d una particula cuya masa es m(kg) al re-
dedor de un eje , se define como mr? donde r se la distancia perpendicular de la
particula de eje I = md?.

El momento de inercia de una lamina que tiene la forma de una region plana R y

una funcién densidad p : R C R?> — R continua ,con respecto al eje x y y estd dado

Izz//RyQP(fv,y)quIy=//Rx2p(x,y)dz4

el momento polar de inercia al rededor del origen o esta dado por :

=1 +1,— / / (2 + y)p(z, y)dA
R

Ejemplo 8.1.13 Calcular la masa y el centro de masa de la lamina triangular con

por:

vértice (0,0) ,(0,a) , (a,0) para densidad p(z,y) = x* + y?

Solucion: Hallando la ecuacion de la recta L :

(x07y0) = (CL7 0) (:El?yl) = (0,(1) luegO:
—1l(z—a)=y—0= L:x=a—y por otro lado

M = //Rp(ﬂf,y)dfl
- /0 a/oa_y(:t2+y2)dxdy

:L,3 2 a—y
= [ Gl ay
0

— Aa(_<y;a)3 +ay2—y3)dy

0J0
a$4 x2y2
= [ (-+—=) 10 Y dy
/04 2 /0
a— 5 5 2@4 a23
_(( vy 2y V) e
20 10 8 6
5
a
...My - B

Calculo Iy 11
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Observacioén:
Debido a la simetria de la figura 7 esta en la recta = y entonces si encontramos 7,

también tenemos y ademasy e L:x =y =T =7

M, da°/15 Qa:_ 2a
comogr=—=— = — — —
M~ @6 5 YT

2a 2a

)

finalmente (z,y) = (—, —
(e) = (5%
Ejemplo 8.1.14 encontrar la masa de una region plana acotada por un arco de la

curva y =senzx , y el eje x, st la densidad es proporcional a la distancia desde el eje

xT

Solucién: segun el dato p(z,y) = ky luego:

M = // p(z,y)dydz
R
= k:// ydydx
0Jo
T2
y senx

T 2
_ k/ sen xdw
0 2

k ™
= —/ (1 — cos2zx)dx
4 Jo

k sen2x.
= G-
kx
4

Ejemplo 8.1.15 encontrar la masa y el centro de masa de la region de la forma de un

cuadrado de vertices (1,1) ; (1,—1) ; (=1,1) ; (=1,—1) y la densidad p(x,y) = |z|+|y|

.‘M —

Solucién: graficando el regién tenemos, ademdas hemos calculado el integral en el

M= [ Gal+ ulydaay
4

ejemplo anterior entonces:

Ejemplo 8.1.16 Calcular el momento de inercia respecto al eje x , de una lamina
delgada limitada en plano xy, por las curvas y = v2x ,y = 0, v = 2 la densidad en

un punto cualquiera de la lamina es p(x,y) = |x — y|

Calculo I y 11
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Solucién: Graficando la regién R y hallando los puntos de intersecciéon tenemos en
(2,2) y (0,0)

ademas por definicion

rT—y six >y
[z —yl = ,
y—x siz<y

I, = // y?|x — y|dady
R
2 r2 2 ry
— [ [ ve-ydsty~ [ [y~ ydudy
0Jy 0J %
2 2.2 2 2,2

X xr
= [ EL e By [ ) By
0 0 2

208 2yt P e I VA TN
= (Gt g T ) b
B ((16 16+32) (32+64 128>>
N 3 2 10 10 12 56

924

35

8.1.5. Integrales dobles en coordenadas polares

En esta parte veremos como se realiza el cambio de variable de una funcién f(z,y)
de las coordenadas cartesianas (x,y) a las coordenadas polares (r,6) , aqui veremos
su efecto sobre las integrales dobles.

Consideremos una regién D C R? acotado por a < 8 < 8 a < r < b es decir:

Calculo Iy 11
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T+ Tric

,An:
2

Donde 7; =

la suma:

an, ;

r? r2.

51(91 6i—1> - 2 L (92 073—1)

1

5(7'1 + Tzfl)(rz - Tz?l)(ez - 6171)

Ty —Tic1, DO =0; — 0; 4

tomando el punto (77, ;) en la i-ésima subregion , donde 6;,_; < 6; <

Zf 7,0 ’I"ZATZAH

6; y formamos

. lim E f (7, 6;
NS 00

A(r;) //fr@dA /errdrd@

Observacion:

1. en coordenadas polares ,dA = rdrdf = rdfdr

2. JIp I

x,y)dxdy = ffD

8.1.6.

1° Caso

Consideremos la regién polar D dado por D{(r,0)/a < 0 < fA¢1(0) <7

rcos 6, rsen 0)rdrdf

Integrales iteradas en coordenadas polares

ysea f: D C R? — R, una funcién continua sobre D

YA 0=p

=00) X

A

=¢,(0) g

< ¢2(0)}

Calculo I y 11
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luego la integral en coordenadas polares es:

/ /D F(r0)dA = /a B/i:) F(r. 0)rdrdo

2° Caso

Consideremos la regién polar D dado por D{(r,0)/¢1(r) < 0 < ¢o(r)Aa < r < b}

ysea f: D CR? — R, una funcién continua sobre D

) 0=4y(1)

0= (1)

r=a r=b

luego la integral en coordenadas polares es:

/ /D F(r,0)dA = / b/i()) F(r,0)rdrdd

Ejemplo 8.1.17 encuentre // V1 —2x2—y? ; D limitada por una circunferencia
D

de radio 1 y centro en origen ver figura 8.2(a)

Solucién: como la ecuacién de la circunferencia esta dado por 22 +y* = 1
Sea x = rcosf ,y = rsenf entonces la ecuacion de circunferencia en coordenadas

polares es 7 = 1 luego:

21 rl
// V1—22—y2 = / / rv1 —r2drdf
D 0o Jo

— (1 _ y2)3/2
- —( r) 27 |(1)d9
0 3

127r
:_/ a8
3 Jo
2w
. 1_2_2:_
//D/ix i =

Calculo Iy 11
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dzd
Ejemplo 8.1.18 calcular el valor de la integral doble // Ty donde D es la

24 .27
p Tty
regién limitada por los circunferencia 2> +y? = a* , 22 +y? = b, 0 < a < b ver figura

8.2(b) pasando a coordenadas polares : x =rcos@ ,y = rsend

/ / dedy /Z’T/b rdrdf
pe2+y*  Jo Jo 1P
B /2”/17 drdo
a 0 Ja r
2 2
= / Inr |2 d@z/ (Inb—1Ina)dd
0 0

// dxdy b
—— = 271ln-
px2+y? a

A AY
. ‘"ﬁl:b
D
< \; X B \ X
0 /1 0 a b
\4 \4
(a) gréfica de 22 +y% =1 (b) gréfica de a < 22 +y* < b

Figura 8.2:

Ejemplo 8.1.19 Calcular la integral ffD dzxdy , donde D es la parte superior del eje
x , esta limitado por la izquierda por la recta y = —x y por la derecha por la curva

3(1.2 + y2)1/2 — 3x = ZE2 + y2

Solucion:

Calculo I y 11
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AY

W

0=3m/4

\ [

A

N

/| dzay

[ i

Pasando a coordenadas polares la curva 3(z?* +
yV2 — 33 = 22 4 2

x =rcosfy = rsenf obtenemos 3r—3r cosf =
r? entonces r = 0 r = 3 — 3cosf

pasando a coordenadas polares la recta r = —y:
x = rcosf y = rsenf obtenemos rsenf =

—rcos @ entonces § = 3m/4

3r/4 r3—3cosb
/ / rdrdf
0 0
1 3m/4
—/ (3 — 3cos0)*df
2 Jo

3n/4 2 1
?/ (1 —2cosb cos20 + )db
2 J, 2
9.3 sen 260 3.4
5(5 —2sent) + ) |3/

9 97 1
27 V2

Ejemplo 8.1.20 Hallar el area de la region limitada por las curvas (z* + y?) =

2a(z% + y*) (lemniscata de Bernoulli)

Solucion:

/4 - /4

\4

Calculo Iy 11

pasando a coordenadas polares x = rcosf
y = rsenfl obtenemos 1> = 2a’cos20 y pa-
ra determinar los limites de integracion halla-
mos los asintotas para es decir r = 0 se obtiene

cos 20 = 0 entonces 0 = 7/4 0 = —7/4 luego:
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AR) = 2 / / dxdy
aV/2 cos 26
= / / rdrdf

7r/4 w/4
= —/ 5 |av2cos26 d@—/ a®(2 cos 20)drdf
w/4

—7m/4
= (a*sen20) | /:/4: a?(1+1)
A(R) = 2d°

Ejemplo 8.1.21 Calcular la masa y el centro de masa de la lamina que tiene la

forma de la region dentro de la circunferencia r = acos@ |,

densidad p(x,y) = kx

Solucién: graficando dicho circunferencia tenemos

M = // p(z,y)dA
R
7/2 racosf
= / / krrdrdd

acosf 3 3
_ k:/ a’ cos 9d0
0

3
_ ka3 (Sene_sen30> g/Q
3
M = 2ka?
9

7r/2 acosf
= / / 3 sen Odrdf

= —/ sen 6 cos* 6db
0

4
B _ECOSE)@ /2
4 5
M, = R
20

0 <6 < 7 para la

Calculo I y 11
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finalmente :

8.2.

M, = // zp(r,y)dA
w/2 pacosf
= / / r® cos Odrdf
= Z/o a* cos® 0de
ka* 2sen®0  sen®0. /o
= 3 —(senf — R ) [o/
2ka*
M, = —=
15
_ M, 3a _ M, 9a
T T Y T T o
. 3a 9a
-.q(T,y) = (37 4—0)

Integrales triples

La extensiéon de la integral doble a la integral triple es analoga a la extension de

la integral sencilla a la integral doble

Definicién 8.3 La funcién f : S C R®* — R, es integral en la region S C R? | si

existe un numero real donde el numero L es la integral triple de f en S

denotaremos por:

8.2.1.

das

, al cual

L = lim Zf (i, yi, 2)V

= //Sf(:p,y, 2)dV

Calculo de integrales triples mediante integrales itera-

analogo a las integrales doble pueden presentar seis casos:

dxdydzqdydxdzqdzdrdy

dxdzdyqdydzdrqdzdydx

Para calcular la integral triple en el orden dzdydx , consideremos una regién cerrada

en el plano zy

Calculo Iy 11

D=

{(z,y) ER*/aa <z < bA¢i(z) <y < do(2)}
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donde ¢1, ¢ : [a,b] — R son continuas , ¢1(z) < ¢o(x)Vx € [a,b] )1, e : D C
R? — R son continuas en D , ¥(z,y) < ¥o(z,y)V (z,y) € D entonces la regién
cerrada S de R? esta dado por:

S {(l’,y,Z) S Rg/qa <z < bA¢1(l’) < Yy < ¢2<.I) A¢1($7?J) <z< w2(‘r7y>}

Si f:S CR3— R, esuna funcién continua en S, entonces la integral iterada de

f es:
d2(z) pip2(z.y)
Zx y,2)dV = // / f(z,y, 2)dzdydx

1(z,y)

d
Ejemplo 8.2.1 Calcular Zxdydz, S1 S es la region limitada por el tetraedro for-

mado po el plano x +y + z = 1 y loa planos coordenados:

Solucion: proyectando al plano xy se tiene 2 =0, z +y =1

d 1 py pl—ax—y
Zxdydz = /// zdzdxdy
. 0JoJo
1pry 2
= // = o 7Y dzdady
1ry
= // 1—x— 2alzzcaly———/(l—x— ) oY dy

= o [a-wa=i U

'.Zxdydz = 2—14

Calculo I y 11
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y
Ejemplo 8.2.2 Calcular dedydz , st el dominio S esta limitada por la esfera

2 +y?+22=1ylos planosz =0 ,y =0,z =0

Solucion:

proyeccién al plano zy para z = 0 entonces 22 + y? = 1 luego:

Y 1 \/1—y2 \/l—:t2—y2
Zd:vdydz = / / / rydzdxdy
- 0J0 0
1 py/1-92
= // Yz |y B dzdxdy
0J0

1 py/1-12
= // xyy/ 1 — 22 — y2dxdy
0Jo

1
1
y VI
- [ Bu—a -

1
/ y(1—y?)*%dy
0

W

—
cnl’_‘

idxdydz =

xz 2

Ejemplo 8.2.3 Calcular Z +9* + 2¥)dxdydz si la region S es el paralelepipedo

(
rectangular definido por las desigualdades 0 < x < a; 0<x <b,0<x<c
Calculo Iy 11
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Solucion: proyectando al plano xy tenemos

r 2

c rb ra
Z +y* + 2%)dwdydz = /// (2% +y* + 2 dadydz
( 0JoJo
c rb 1’3
= // (% + zy® + 22?) |& dyd=
0Jo 3

c rb a3
= // (= + ay® + az?)dydz
0o 3
a3 3

‘Y ay
= /0(—3 +—3 +ayz?) |5 dz
€ ba®  ab?
= — + — +abz?)dz
JAGaEE

2ba®  zab®  abz?

= (5t +5)h

v 2
b
Z + 9 + 28 drdydz = %C(ag’ +0° + )
(

Ejemplo 8.2.4 calcular f : S C R® — Ra?ydzdydx , donde S es el solido limitado
porOSzSg,Ogyga,OSxSycosz

Solucion:

i
— fa pYcosz

f:8 R = Re*ydzdydr = /2// w2ydrdydz
0o JoJo
T

— ra 3
— /2/ M Yycosz dde
0 JO 3

T
1 - a
= —/2/ y* cos® zdydz
3Jo Jo
T
1 /=

= I 2 44 cos® zdz
0
T
L [92 4 2
= T a*(1 — sen” z) cos zdz
0
s
4 3 —
= 1—5(senz - %z) |02 dz
2 5
o f S Cc R = Raydedyde = %

Calculo I y 11
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8.2.2. Volumenes mediante integrales triples

Consideremos una funcién f definida en una regién cerrada S C R? es decir:
f:SCR® =R/ f(x,y,2) = 1q¥(z,y,2) € S.

entonces el volumen del sélido S es dado por

vis)= [[[av = [[] iz

Ejemplo 8.2.5 Hallar el volumen del solido en el primer octante acotado inferior-

mente por plano xy , superiormente por el plano z =y , lateralmente por el cilindro

y?> =z y el plano x = 0

Solucién: proyectando al plano zy (2 = 0) entonces y? = z

1L pvE py
V(S) = /0/0 /o dzdydx
1 vz
= // ydydx
0Jo
1
/a:dx
0

S V(S) =

== N =

8.2.3. Centro de masa y momento de inercia de un sélido

Sea p : D C R* — R una funcién continua sobre D C R3 | siendo p(z,y, 2) la

densidad en el punto (z,y, z) entonces :

1. la mas total dl sélido D esta dado por:

M= ///D oy, 2)dV

2. los momento de masa , respecto a los planos coordenados ,del sélido D, con

funcién de densidad p: D C R® — R:

Mxyz///sz(w,y,Z)quMmz///Dyp(x,y,Z)dV
M,, = / / /D wp(z,y, 2)dV

Calculo Iy 11
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M z sz
y el centro de masa del sélido D es el punto (7,7, Z) dado por: T = ]\/"7; Y= i
_ sz
zZ=—2
M

3. los momento de inercia del sélido D C R? | respecto a los ejes coordenados, se

definamos por:
I, = /// (v* + 2%)p(x,y, 2)dV qrespecto al ejeqw
D
I, = /// (2% + 2%)p(x, y, 2)dV qrespecto al ejeqy
D

I, = /// (xQ + yQ)p(Ly,z)qurespecto al ejeqz
D

Ejemplo 8.2.6 Hallar la masa del cuerpo limitado inferiormente por el plano xy y
superiormente por el cono 92° + 22 = y? |, lateralmente por y =9 , si la medida de la

densidad de volumen en cualquier punto (x,y,z) es az

Solucion:

proyectando al plano xy

M = /// azdzdxdy
D

9 g v y2—9z2
= / / 3 azdzdzrdy
0

3

Yy
9 —_—
= g/ / 32T dudy
0J —Z
3

Yy
a [* 2 3\ 13 d
= 5 [ =3,
3
/92y3
o 6
_2ay49
= oL
'.M:@a
2

Calculo I y 11
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Ejemplo 8.2.7 calcular la masa del cubo 0 < x <a ;0<x<a;,0<2<asila
densidad del cubo en el punto (z,y,z) es p(x,y,2) =z +y+ 2

M = /// plz,y,z)dV
= /// x+y+ 2)dzdzdy
a ra 2,2
= // (zz 4+ 2y + =) |§ dedy
0Jo 2
= // aw+ay+ )dxdy

2

— o[ Grar+ T

Solucién:

a CL2 (l2
= _— _— a d
o [ (G o+

o=
2

8.2.4. Integrales triples en coordenadas cilindricas (r,0, z)

Si una regién S C R3, tiene un eje de simetria , los integrales triples se pueden
calcular en forma muy simple usando coordenadas cilindricas (r, 6, z) en el 3-espacio,
dadas por las transformaciones (normalmente), el radio de la suoperfiecie cilindrica
es de cero al infinito, mientras el angulo de rotacion del solido es cero a 27 y el eje Z

toma valores sobre la recta real.

r = rcosfq 0<r <o
y = rsenfq a <0 < a+ 27, aarbitrario
z = zqz€R

Si f:S CR3— R es una funcién continua sobre S entonces

//Sf(x,y, 2)dV = //Sf(r6089,rsen9,z)rdzdrd0

Calculo Iy 11
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z=d2

Ejemplo 8.2.8 Hallar la integral de la funcion f(z,y,z) = z* sobre la porcién del

cilindro > +y?> = 9 , que se encuentra entre los planos z =0 yz =5

Solucién:
Proyectando al plano zy (z = 0) entonces z? + y* = 9, pasando a coordenadas

cilindricas (z = rcosqy = rsenfqz = z)

27 3 3
/ / / flz,y,2)dV = / / / V72 + 22rdzdrdd
S 0 oJr
2w 3
= //(7‘2+z2)3/2 |3 drdf
0 0

2w 3
- //(9+22)drd9
0 JO

Ejemplo 8.2.9 Calcular /// (2% +y?)dxdydz , donde la region T estd limitado por
T

xQ—I—yz
2

las superficies z = ,2=2

Solucion:

interceptando las superficies y proyectando al plano xy, (z = 0) obtenemos z%+y?* = 4

Calculo I y 11
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finalmente pasando a coordenadas cilindricas

2w 2 p2 2w 2 T5
/ /%«2 rirdzdrdf = / / (2r® — —)drdf
o JoJ o 0 Jo 2

27 7.4 6
- Ty 2 ag
| G-m

16

o2 p2 p2 1
/ //2rrdzdrd9 = ﬁ
3
2

Ejemplo 8.2.10 Calcular el volumen del sélido limitado por el cono ¢*(z — h)? =
R2EH) o =0 e>0 k>0

Solucién:
proyectando al plano xy (z = 0) y pasando a coordenadas cilindricas z = z x = rcos 6

y =rsenf

hc
27 pc ph——
V(S) = / / / 2 rdzdrdd
2T pc
= / / h—— rdrdf
T hr hr
= [
0

2 12 BB
= / (L_i)d.g
0 2 3c

whe?
3

S V(S) =

Ejemplo 8.2.11 calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera x®+y?+2> = 4

y la superficie del paraboloide x*® + y* = 3z

Solucién:
halando las intersecciones tenemos:
2 2 _ 2 2
x°+ =3z x4+
Y 2yt ()=

Calculo Iy 11
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P+ =3=>r=+3

27 rV3 pVA—12 2w rV3
/ / /z rdzdrdd = / / rz VAT drde
0o Jo J— 0o Jo ~
3 3

21 V3 r3
= / / (r\/m — —)drdf
0o Jo 3
S r
- [ G- e
27 1
— / _gdg
.12

21 pV3 pVA—12
19
/ / %«2 rdzdrdd = —L
0 0 g 6

Ejemplo 8.2.12 FEncuentre la masa y el centro de masa del solido S limitado por el

paraboloide z = 4% + 4y* y el plano z = a (2 > 0) , si S tiene densidad constante k

Solucion:

hallando la interseccién de las superficies y proyectando al plano zyq(z = 0) entonces:

a 9 2
1oty

y finalmente pasando a coordenadas cilindricas se obtiene

a
21T \/j a
M = / / 2/ krdzdrdd
0 0 472
\/E
27 —
= // 2(ar—4r3)drd6
0 0
ol
by 2 -
= [ 2 as
0

5 _
k 27
= 1_6 a2d0
0
wka?

8
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resulta el momento de inercia de rotacion sobre el eje X, es nula para estos datos,
ademads el cuerpo no gira respecto a este eje dado. Smilar respecto al eje Y, el momento

de inercia es nula.

Calculo Iy 11

Yz

M,.

a
21 \/j a
/ / 2 / ckrdzdrdd
0 0 472
\/ﬁ
27 — pra
/ / 2 / r cos Okrdzdrdd
0 0 472

a
2m \/j
k/ / 2 (ar? cos @ — 4r* cos 0)drdd
o Jo

a

)1y 2 do

3 5
™ cosf  cosf

ka*va [ (
o 24 532

k/%(ar?’ cosf B 475 cos 0
0

)df

a
27 \/j a
// 2/ ykrdzdrdd
0o Jo 4r2
\/ﬁ
2 — ra
// 2/ rsen 0krdzdrdd
0o Jo 4r2

a
27 \/j
k/ / 2(ar2 sen ) — 4r* sen 0)drd6
o Jo

a

) 1o 2 o

k/Q’T(ar?’ senf 475 sen 6
; 3 5
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Resulta el momento de innercia sobre el eje Y

a
2w \/j a
M, = / / 2" skrdzdrdf
0 0

4r2
\/ﬁ
27 = 2
= k// 202 |2 . drdo
o Jo 2
\/ﬁ
2m =
= k;// 2(a27’—167’5)d7‘d0
o Jo
) a
T 2,2 16 6 \/j
— ]{;/ (L5220 V2 g
0

0

2 6
k? 2 3
. / 9 a0
2 /), 12
M, - adkm
12
finalmente obtenemos:
o 2a
(%972) = (0)07 ?)

8.2.5. Integrales triples en coordenadas esféricas (p, 0, o)

Cuando una regién sélida S C R? tiene una forma de un sélido de revolucién (o eje

de simetria) entonces la integral de una funcién f(z,y, z) se simplifica en muchos casos

cuando se utiliza coordenadas esféricas (p, 0, ¢) definida normalmente como sigue:

x = psen ¢ cosf

Yy = psen ¢send
2z = pcosb

p=>0q, 0<¢<mqa <0< 27+«

Observacion:

» @ estd medido en un plano coordenado (zy en este caso)

Calculo I y 11
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y=psin¢cos0

= py 2¢ se mide en el espacio
w dV = p?sen ¢pdpdpdd

Si f:S CR3— R es una funcién continua sobre S , entonces:

Fz,y, 2)dV = Fpsen ¢ cos b, psen dsen , pcos ) p? sen ¢pdpdepdd
/Il /I

dzdzdy

Ejemplo 8.2.13 evaluar la integral _
JEmD I //[gx2+y2+z2
por 22 + y? + 22 = 4 y los planos coordenados , usando coordenadas esféricas

donde S es el solido limitado

Solucion:
pasando a coordenadas esféricas la ecuacién del la superficie S obtenemos el siguiente
resultado:

p=2

/ / / dedzdy /“/2/”/2/2 02 sen pdpdpdd
s T2+ y? + 22 o Jo Jo p?
w2 pmw/2
= [ osen) p doas
0 0

w2 pmw/2
= / / (2sen)dpdd
0 0

/2
= —2/ —C089|g/2d9
0

/2
/ do
0

I
S

/// dzdzdy _
o sT2+y2+22
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Ejemplo 8.2.14 evalué /// xe(x2+y2+z2)2dxdydz , en donde S es el solido compren-
S

dido entre las esferas x> +y> + 22 =1 y 2® + y> + 22 = 4 en el primer octante

Solucion:

s o as w/2 pw/2 2 .
/// 2@ T dedydz = / / / psen ¢ cos e’ p* sen pdpdpdl
s o Jo J1

1 w/2 pmw/2 )
= 5/ / sen ¢ cos O sen ge” (p® — 1) |3 dpdpdd
o Jo
3 w/2 pmw/2
= —¢t / / sen? ¢ cos Odpdl
2 Jo Jo

w/2 )
= §64/ COSQ(¢—M) 72 46
2¢ J, >

3 w/2
= —64/ cos 0do
2 0

3
= —e'send |;
2

2 2 2\2 3 4
" /// 2@ T dedydz = e
g 4

Ejemplo 8.2.15 Hallar la integral triple

/2

9— :1:27y
/]/ / 2/ 2% 4+ y? + 22dzdydz
Solucién: como 0 < z < /9 — 22 — y2q — |z < /9 — 22 — 2 luego: 9 = 2% + y* +

2% proyectando al plano zyq(z = 0)localizando la superficie S y finalmente pasando

a coordenadas esféricas:

9— rz—y
// / 2/ 2% + y? + 22dzdydx =

2w p/2 p3 1 2w /2
/ / / pcos pp® sen pdpdpdd = = / / (cos psen ¢p” |3 dopdf
0o Jo Jo 5 Jo Jo

35 2 pw/2
= = / (cos ¢ sen ¢pdopdl
0o Jo

35 27 ) 7r/2
= 2*5/ (sen® @) |/~ db
0
222+ 2 + 2dzdyde = ——
—d—vo—a7o 5

Calculo I y 11
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Ejemplo 8.2.16 encontrar la masa del sélido acotada por las esferas x*+1y*+2% = 4
yr?+y?+22 =9, sila densidad del volumen en cualquier punto es kv/x? + y% + 22,

M= ///Sp@,y,z)dv

= ///k\/x2+y2+22d‘/
S

2n pmw o p3
=k / / / pp? sen pdpdpdf
o JoJ2

Solucion:

k 2m pm
= Gok / sen ¢dodl
4 Jo Jo
k 2
_ GOk —cos ¢ | df
4 Jo
M = 6dzm

Ejemplo 8.2.17 Hallar el momento de inercia al eje z de la esfera v* +y* + 22 =1

con funcion de densidad p(x,y,z) =1

Solucién: transformando a coordenadas esféricas

L= ][ @+ av
s
2w pmopl
= /// p* sen” ¢p sen gpdpdpdd
0o JoJo

2m pmw
= % / / (1 — cos? ¢) sen pdopdf
0 Jo

L. ]z = o

8.2.6. Cambio de variables en integrales triples

Sea T : R?* — R3 una transformacion , tal que

(z,y,2) =T(u,v,w) = (x(u,v,w); y(u,v,w); z(u, v,w))

Calculo Iy 11
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continua y diferenciable y con jacobiano no nulo es decir:

d(z,y,2) g}j % %137

j(u7v7w) Y

Owovw) | gu o Ju
ou Ov Ow

£0

u

///Df(x,y,z)dxdydz=///Sf(x(u,v,w);y(u,v,w);Z(u,w))‘j(uw’w),dudvdw

cuando f(z,y,2) = 1¥qx, y,z € D se tiene el volumen del solido D es decir

V(D):///Ddxdydz://S|j(u,v,w)|dudvdw

Ejemplo 8.2.18 calcular /// xdxdydz , donde
D

D:0<2—-—2<1,05y4+2<1,0<2+2<2

Solucion:

1
Seau:x—zq—>v+w:2aj—>x:§(v+w)

w—u

QU =Y +z2qz =T —U—> 2=
(w — )
2

qu =2+ 2qYy = v —
luego la region es:
S:0<u<1,0<v<1,0fw<2

Oor Oz Ox 1 1
2 o ow 2 U3
T O(u, v, w) w o Qv %w 21 12
0z 0z 0z | |1, 1
ou Ov Ow 2 2
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N

luego: j(u,v,w) =

/// xrdxdydz /// (u+v)|7(u, v, w)|dudvdw
D
= /// u + vdudvdw

= /// u + vdudvdw
= // — +uw) | dvdw
= // — + w)dvdw

- 1/0<2+vw>|odw

1w  w?
Y
3
/// rdxdydz = 1
D
3
Ejemplo 8.2.19 Sabiendo que el volumen de una bola de radio R es , calcular
2 2 2
el volumen de las region S encerrada por el elzpsozde —+ % +—==1a,b,c,>0

Solucidn:
Sea:x =au, y=>bv, z=cw
entonces sustituyendo estos valores T'(u, v, z) = (z,v, 2) = (au, bv, cw) entonces u* +

v +uwr=1

9 a
P YRR i 7 A
T O(u,v,w) gu gv %w
z 0z Oz c
ou Ov Ow

entonces: j(u,v,w) = abc

V(D) — ///Sl|j(u,v,w)|dudvdw
_ abe / / /S dudvdu

= abc(v(9))
4r®
5 )

= abc(

= —mabc
3

Calculo Iy 11
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8.2.7. [Ejercicios propuestos

1.

10.

11.

12.

13.

. Calcular la integral doble / /

Determinar la Gradiente de la funcién dada

a) f(z,y) =3zIn(z +y)
b) h(xz,y) = eYtan2x

.8l ¢(x,y,2) = 3z% — y hallar Vo(1,—1,1)

. siendo @(z,y, z) = 222* — 2ty hallar |V¢|| en el punto (2, -2, —1)

determinar la ecuacién del plano tangente a la superficie 22 + y% 4 22 = 17 en
el punto (2, —2,3)

. obtener las ecuaciones simétricas de la recta normal a la superficie 22 = 12y en

el punto (6,3, 3)

dxd

W Ga region D es el rectangulo 0 < x <

pr+y+1

1IN0<y<1

calcular la integral doble // |z — 2|dxdy donde R eslaregién 1 <z <3A0<
R

y <2

Calcular la masa y el centro de masa de la lamina rectangular limitada por

r =3y yy=2y ladensidad p en cualquier punto es zy*k/m?

Calcular en momento de inercia respecto a eje x de una regién encerrada por

4y = 3x x = 4 sabiendo que la densidad en cualquier punto es constante

Calcular la masa y centro de masa de la lamina en forma de regién rectangular
limitada por las rectas x = 3y , y = 2 y los ejes coordenados , la densidad de

area, en cualquier punto es x?y? kg/m?

calcular el momento de inercia respecto al eje x , de una lamina en forma de

region limitada por 4y =3z , x =y y el eje x

dzd
—29(; Y donde R es la region limitada
2?2 + y?

Calcular el valor de la integral doble / /
R

por los circulos 22 + 4> =4 , 22 + y*> = 16

Hallar el 4rea de la regién encerrada por la lemniscata (x* + y%)? = a?(z? —

y*); a>0

Calculo I y 11
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14. Calcular las siguientes integrales triples

1 px px—y
a) / / / xdzdydz
1—x pl+y?
/ / / xdzdydx
c) //J xyzdxdydz
2Jy4/0
1 px paty
d) /// (x +y + 2)dzdydz
0JoJo

15. Calcular / / / "t dxdydz donde D es el tetraedro de vértices (0,0,2) ,
D
(0,3,0), (3,2,0)

16. Hallar el volumen del tetraedro , limitado por el plano E+%+E =1,(a,b,c>0)
a c

y los planos coordenados

17. Obtener la masa del sélido homogénea limitada por el cilindro z = 4 — 2% y el
plano y = 5 y los planos coordenados . si la densidad de volumen en cualquier

punto es pkg/m?

Vore—a? 4r2—x2—y
18. Calcular / / / dzdydx transformandola a coordenadas cilindri-

V2rz—a¥

19. Calcular la integral triple /// (2% + y*)dadydz
s

20. Calcular la integral triple de f(z,y,z) = cos(z? + y? + z?) sobre el sélido S

encerrado entre las superficies 22 +y? =2, 22 +¢y* =4, 2 =4

21. Hallar el volumen del sélido S interior ala esfera x® + y* + 22 = a® (a > 0) y

interior al cono bz? = z2 + y? (b > 0) en el semiplano superior (z > 0)

22. Calcular /// (%412 +2%)%2dxdydz , donde D esté limitado por z2+y%+22 = 1
D

23. Evaluar / / / xe(’”2+y2+z2)2da:dydz , en donde S es el sélido comprendido entre

S
las esferas x® + y> + 22 = 1 ; 2% + y?> + 22 = 4 en el primer octante

24. Hallar el volumen de la regién acotada por la esfera 22 + y? + 22 = 4 superior-

mente y por el cono 3(z? + y*) = 2? inferiormente.

Calculo Iy 11
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25.

26.

27.

28.

29.

Hallar el volumen de la regién limitado superiormente por la esfera con la ecua-

cién r = a e inferiormente por el cono ¢ = b

Encontrar la masa del sélido acotado por una esfera de radio a y centro en el

origen si al densidad de volumen varia con el cuadrado de la distancia al centro.

Encontrar la masa y centro de masa del msélido limitado por las superficie

z=x2%+9y*yel plano x +y = 1 si la densidad es constante en cualquier punto

del sélido

Determinar el momento de inercia con respecto al eje z del sélido homogénea
limitada por la esfera 22 + y? + 22 = 4 , la densidad de volumen en cualquier

punto es k kg/m?
Calcular la integra triple de f(z,y, z) = y sobre la regién

R: -1 <z—2<1

Calculo I y 11
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